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La cinquieme edition en langue franqaise du present manuel differe de la 4-ieme 
edition. 

Deux nouveaux chapitres ont ete inclus dans cet ouvrage : le chapitre XX « 
Elements de la theorie des probability et de la statistique mathematique » et le 
chapitre XXI « Matrices. Ecriture matricielle des systemes et resolution des 
systemes d'equations differentielles lineaires » qui contient le materiel 
indispensable pour la preparation mathematique des etudiants des ecoles 
techniques superieures. En outre dans ce chapitre on a accorde une grande 
importance a l'ecriture matricielle des systemes d'equations differentielles 
lineaires. On a utilise l'ecriture matricielle des solutions approchees successives 
des systemes d'equations differentielles lineaires a coefficients variables. La 
necessity d'inclure ce materiel dans un cours de calcul differentiel et integral 
pour les ecoles techniques est liee au fait que l'etude des solutions des systemes 
d'equations differentielles est, dans de nombreux ouvrages d'electrotechnique, 
de radiotechnique, d'automatique, conduite a l'appui de l'appareil de la theorie 
des matrices. 

Le chapitre XVI a ete complete par les paragraphes 26, 27, 28. On considere ici 
la methode des approximations successives des solutions des equations 
differentielles, on demontre les Theoremes d'existence et d'unicite de la 
solution d'une equation differentielle. On a accentue la rigueur de l'expose de 
tout le chapitre consacre aux equations differentielles. 

Le paragraphe 31 du chapitre XIII « Elements de la theorie de la stabilite de 
Liapounov » a ete notablement elargi. II est maintenant intitule ainsi : « 
Elements de la theorie de la stabilite de Liapounov. Comportement des 
trajectoires de l'equation differentielle au voisinage d'un point singulier ». Ici 
parallelement a la consideration de la stabilite des solutions des systemes 
d'equations differentielles on etudie le comportement des trajectoires a 
proximite d'un point singulier du plan de phase. Cela etait indispensable, car 
lors de l'etude des questions correspondantes dans les cours d'electrotechnique, 
de radio technique et d'automatique on doit savoir utiliser couramment ces 
notions. Certains paragraphes ont ete recrits en utilisant la theorie de nombres 
complexes. On a notablement. elargi le § 2 du chapitre XI, ou Ton donne la 
demonstration de l'existence d'une integrate definie d'une fonction continue. On 
a ajoute le § 1 1 complementaire du chapitre XI « Integration d'une fonction 
complexe de la variable reelle ». On a ecrit de nouveaux paragraphes 24 et 25 
du chapitre XVI consacres aux series de termes complexes et aux series entieres 
de la variable complexe. Le nouveau paragraphe 12 du chapitre XVII est 
consacre aux series de Fourier sous forme complexe. On a elucide certaines 
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notions largement utilisees dans les applications (spectre, fonction 
spectrale). On a ecrit les nouveaux paragraphes 15 « Serie de Fourier suivant un 
systeme orthogonal de fonctions » et 16 « Notion d'espace fonctionnel lineaire. 
Analogie entre le developpement d’une fonction en serie de Fourier et le 
developpement des vecteurs » du chapitre XVII. Ce materiel est expose de 
faqon que les etudiants et les ingenieurs puissent comprendre le materiel des 
autres disciplines basees sur cet appareil mathematique. 

On a ajoute au chapitre XIX un nouveau paragraphe 20 « La fonction delta et 
son image ». 

Le chapitre VIII a ete complete par le paragraphe 19 « Obtention d’une fonction 
a partir des donnees experimentales par la methode des moindres carres ». Le 
contenu de ce paragraphe forme dans la precedente edition l'Annexe I place a la 
fin du premier tome de ce manuel. 

L'annexe II de la precedente edition est maintenant repartie suivant les 
paragraphes 10 « Formule d'interpolation de Newton » et 11 « Derivation 
numerique » du chapitre VII. 

Quelques complements ont ete apportes aux chapitres V, VII, IX, XII et XIII. 



L'auteur 
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Chapitre I 

NOMBRE, VARIABLE, FONCTIONS 



§ 1. Nombres reels. Representation des nombres reels par les 
points de l'axe numerique. 

La notion de nombre est l'une des plus fondamentales des mathematiques. 
Elaboree dans l'Antiquite, elle a subi au tours des siecles un long processus 
d'extension et de generalisation. 

Les nombres entiers, les nombres fractionnaires positifs et negatifs, avec le 
nombre zero sont appeles nombres rationnels. Tout nombre rationnel peut etre 
mis sous la forme du quotient P!q de deux nombres entiers p et q. Par exemple : 




En particulier, tout nombre entier p peut etre considere comme le quotient des 

deux nombres entiers p et 1 : 1 . Par exemple 6 = y ; 0 = y 

Les nombres rationnels peuvent etre mis sons la forme de fractions decimales 
periodiques, limitees ou illimitees. 

Les nombres exprimes par les fractions decimales illimites non periodiques sont 
appeles nombres irrationnels ; tels sont, par exemple, les nombres -Jl , -J3 , 5 - 
sfl , etc. 

La collection des nombres rationnels et irrationnels forme l'ensemble des 
nombres reels. Les nombres reels constituent un ensemble ordonne, c'est-a-dire 
que, pour chaque couple de nombres reels x et y, une et seulement une des 
relations suivantes 

15 x <y, x =y, x >y est satisfaite. 

Les nombres reels peuvent etre represents par les points de l'axe numerique. 
On appelle axe numerique une droite infinie sur laquelle on a choisi : 1) un 
point O appele origine, 2) un sens positif, que Ton indique par une fleche, et 3) 
une unite de mesure. Le plus souvent nous disposerons l'axe horizontalement et 
choisirons la direction de gauche a droite comme sens positif. 
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Si le nombre xl est, positif nous le representeront par point, M\ situe a 
droite du l'origine et distant de O du OM\ = X\, de meme si le nombre x2 est 
negatif, nous le representerons par le point M 2 situe a gauche de O et distant de 
O de OMi = -x 2 (fig. 1). 

Le point O represente le nombre zero. II est evident que tout nombre reel est 
represente par un seul point de l'axe numerique. A deux nombres reels distincts 
correspondent deux points differents de l'axe numerique. 




Fig. 1 



La proposition suivante est vraie : chaque point de l'axe numerique est l'image 
d'un seul nombre reel (rationnel ou irrationnel). 

Ainsi il existe une correspondance biunivoque entre tous les nombres reels et 
tous les points de l'axe numerique : a chaque nombre correspond un point 
unique et inversement a chaque point correspond un seul nombre dont il est 
l'image. Cela permet dons de nombreux raisonnements d'employer 
indifferemment la notion de « nombre x » ou celle de « point x ». Dans ce 
manuel nous aurons frequemment l'occasion de mettre cette Remarque a 
contribution. 

Indiquons, sans la demontrer, la propriety suivante relative a l'ensemble des 
nombres reels : entre deux nombres reels quelconques, il existe toujours des 
nombres rationnels et des nombres irrationnels. Geometriquement cela signifie 
: entre deux points quelconques de l'axe numerique, il existe toujours des points 
rationnels et des points irrationnels. 

En guise de conclusion, citons le Theoreme suivant qui joue, en quelque 
sorte, le role d'un « pont jete entre la theorie et la pratique ». 

Theoreme. Tout nombre irrationnel a peut etre exprime avec le degre de 
precision voulu a I'aide de nombres rationnels. 

En effet, soit a un nombre irrationnel positif. Proposons-nous d'evaluer la 
valeur approchee de a a 1/n pres (par exemple, a 1/10) pres, a 1/100 pres, etc.). 

Quel que soit le nombre a, il est inclus entre deux nombres entiers consecutifs 
N et N + 1 . Partageons le segment compris entre N et N + 1 en n parties egales. 

Jfl Jfl 1 

Alors a se trouvera inclus entre deux nombres rationnels N + — et N+ . 

n n 

La difference entre ces deux nombres etant egale a — , chacun d'eux exprimera 

n 

avec la precision voulue, le premier par defaut, le second par exces. 
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Exemple . Le nombre irrationnel -Jl s'exprime a I'aide des nombres 
rationnels : 

1,4 et 1,5 a 1/10 pres, 

1,41 et 1,42 a 1/100 pres, 

1,414 et 1,415 a 1/1000 pres, etc. 

§ 2. Valeur absolue d'un nombre reel 

Introduisons maintenant la notion de valeur absolue d'un nombre reel. 

Definition. On appelle valeur absolue ( ou module) d'un nombre reel x 
(note |x|) le nombre reel non negatif qui satisfait aux conditions suivantes 

| x | = x si x > 0; 

| x | =-x six < 0. 

E xe mp 1 e s : | 2 | = 2; | -5 | =5; | 0 | = 0. 

Il decoule de cette definition que pour tout x on a x < |x| . 

Voyons quelques proprietes de la valeur absolue. 

1. La valeur absolue de la somme algebrique de plusieurs nombres reels nest 
pas superieure a la somme des valeurs absolues des termes 

\ x+ y I ^M + I.v|. 

Demonstration. Soit x + v > 0, alors 

\x + y | =x+y < |x | + \y \ (carx<|x| et_y <|y|). 

Soitx +y < 0, alors 

| x +y | =- (x +y ) = (-X) + (-y) | <x | + \y \ . 

c.q.f.d. 

La demonstration peut etre facilement etendue au cas d'un nombre quelconque 
de tennes. 

Exemples: 

1-2 + 3 |<|-2| + |3 |=2 + 3 = 5oul<5, 

| -3 -5 | = | -3 | + | -5 | = 3 + 5 = 8 ou 8 = 8. 

2. La valeur absolue de la difference nest pas inferieure a la difference des 
valeurs absolues des termes 

\x-y\>\x\-\y\,\x\>\y\. 
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Demonstration, posons x - y = z, alors x = y + z et d'apres la 
propriety precedente 

\x\~\y + z\<\y\ + \z\^ly\ + \x-y\, 

d'ou 

\x\-\y\<\x-y\ c.q.f.d. 

3. La valeur absolue du produit est egale au produit des valeurs absolues des 
facteurs: 

\xyz\ = \x\\y\\z\. 

4. La valeur absolue du quotient est egale au rapport des valeurs absolues du 
dividends et du diviseur 




Les deux demieres proprietes decoulent immediatement de la definition de la 
valeur absolue. 

§ 3. Grandeurs variables et grandeurs constantes 

Quand nous mesurons certaines grandeurs physiques telles que le temps, la 
longueur, la surface, le volume, la masse, la vitesse, la pression, la temperature, 
etc., nous etablissons les valeurs numeriques de ces grandeurs physiques. Les 
mathematiques etudient les grandeurs sans tenir compte de leur contenu 
concret. Dans ce qui suit, quand nous parlerons de grandeur, nous aurons en vue 
ses valeurs numeriques. Durant differents phenomenes certaines grandeurs 
varient, c'est-a-dire qu'elles soot susceptibles de prendre diverses valeurs 
numeriques ; au contraire, d'autres peuvent conserver une meme valeur 
numerique. Ainsi, si un point materiel se deplace suivant un mouvement 
uniforme, le temps et la distance varient, tandis que la vitesse reste constants. 

On appelle grandeur variable ou variable une grandeur susceptible de prendre 
differentes valeurs numeriques. Une grandeur dont les valeurs numeriques ne 
changent pas est appelee grandeur constants ou constants. Par la suite, nous 
designerons les grandeurs variables par les lettres x, y, z, u, . . ., etc., et les 
grandeurs constantes par les lettres a, b,c, . . , etc. 

Remarque : En mathematiques on considere souvent les grandeurs 
constantes comme un cas particulier des grandeurs variables : une constants est 
une variable dont les diverses valeurs numeriques sont toutes egales. 

Remarquons, toutefois, qu'au tours de l'etude de divers phenomenes physiques 
il peut arriver qu'une meme grandeur soit constants dans certains cas et variable 
dans d'autres. Par exemple, la vitesse d’un corps anima d'un movement 
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uniformes est une grandeur constante, mais la vitesse d’un mouvement 
uniformement accelere est une grandeur variable. Les grandeurs qui conservent 
une meme valeur quel que soit le phenomene considere sont appelees 
constantes absolues. Ainsi, le rapport de la longueur dune circonference a son 
diametre est une constants absolue dont la valeur n = 3,14159... 

Nous verrons par la suite que la notion de grandeur variable est fondamentale 
pour le calcul integral et differentiel. Dans « La dialectique de la nature » 
Engels ecrit: « La grandeur variable de Descartes a marque un tournant en 
mathematiques. C'est avec elle que le mouvement et la dialectique sont entres 
dans les mathematiques et que se fit sentir tout de suite la necessity du calcul 
differentiel et integral. » 

§ 4. Domaine de definition dune variable 

Une variable est susceptible de prendre des valeurs numeriques differentes. 
L'ensemble de ces valeurs peut varier suivant le caractere du probleme 
considere. Par exemple, la temperature de l'eau chauffee dans les conditions 
normales peut varier depuis la temperature ambiante, 15 a 18 °C, jusqu'a celle 
du point d'ebullition, 100 °C. 

Par contre, la variable x = cos a peut prendre toutes 
les valeurs comprises entre -1 et +1. 

La valeur d’une variable s'exprime 
geometriquement par un point de l'axe numerique. 

Ainsi, l'ensemble des valeurs que prend la variable 
x = cos a pour toutes les valeurs de a est represente 
par l'ensemble des points de l'axe numerique 
compris entre -1 et +1, les points -1 et +1 etant 
inclus (fig. 2). Fig. 2 

Definition. On appelle domaine de definition d’une variable l'ensemble des 
valeurs numeriques qu'elle est susceptible de prendre. Citons les domaines de 
definition de certaines variables que nous rencontrerons frequemment par la 
suite. 

On appelle inten’alle ouvert ou intervalle d'extremites a et b l'ensemble de tous 
les nombres x compris entre a et b (a < b); les nombres a et b n'appartiennent 
pas a cet ensemble. On le designe soit par la notation (a, b ), soit par les 
inegalites a<x<b. 

On appelle segment ou inten’alle ferine d'extremites a et b l'ensemble de tous 
les nombres x compris entre les deux nombres a et b ; les nombres a et b 
ppartiennent a l'ensemble. On le designe soit par la notation [a; A], soit par les 
inegalites 

a <x < b. 
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Si l'un des nombres a oil b, a par exemple, appartient et si l'autre n' appartient 
pas a cet intervalle, on a alors un semi-intervalle o u v e r t en A ; on peut le 
definir par les inegalites 

a <x< b 

et on le designe par la notation [a, b). Si le nombre b appartient et si a 
n'appartient pas a cet intervalle, on a alors un semi-intervalle o u v e r t en a (a, 
b], que Ton peut definir a l'aide des inegalites 

a <x < b. 

Si la variable x prend toutes les valeurs plus grandes que a, on designe cet 
intervalle par la notation ( a ,+ oc), que l’on peut egalment definir a l'aide des 
inegalites conventionnelles a < x < + oo. 




Fig. 3 



On considerera egalement les intervalles et les semi-intervalles infinis, definis 
par les inegalites conventionnelles suivantes: 

a < x < + oo ; -oo < x < c; -oo < x < c\ -oo < x < +oo. 

Exemple. Le domaine de definition de la variable x = cos a, pour toutes les 
valeurs de a, est le segment [-1, +1] ; on peut 1'exprimer a l'aide des inegalites 
-1 <x< +1. 

On peut remplacer dans les definitions precedentes le mot « nombre » par le 
mot « point ». Ainsi, on appelle segment l'ensemble de tous les points x situes 
entre les points a et b (a et b etant les extremites du segment), les points a et b 
sont inclus dans cet ensemble. 



On appelle voisinage d'un point x 0 tout intervalle ouvert (a, b ) contenant ce 
point, c'est-a-dire un intervalle (a, b ) pour lequel soient veriflees les inegalites a 
<x 0 < b. On choisit souvent le voisinage (a, b ) de sorte que le point x 0 se trouve 
en son milieu. Le point x a est. alors appele le centre du voisinage et le nombre 



b -a 
2 



le rayon du voisinage. La figure 3 represente le voisinage ( x 0 - s, x 0 + e) 



de centre x 0 et de rayon e. 
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§ 5. Variable ordonnee. Variable croissante et variable 
decroissante. Variable bornee 

On dit que la variable x est ordonnee si l'on connait son domaine de definition 
et si, pour chaque couple de ses valeurs, on peut indiquer celle qui est 
antecedente et celle qui est consequente. Ici la notion d'« antecedence » ou de « 
consequence » n'est pas liee au temps. Elle exprime une certaine fapon 
d'ordonner les valeurs de la variable. 

Un cas particulier de grandeur variable ordonnee est celui d'une grandeur 
variable dont les valeurs fonnent une suite numerique X\, x 2 , Jt 3 , . . ., x n , . . . Dans 
ce cas, pour k' < k la valeur x k . est « antecedente » et la valeur x k « consequente 
», independamment du fait laquelle de ces deux valeurs est la plus grande. 

Definition 1. Une variable est dite croissante si chaque valeur consequente 
est plus grande que chaque valeur antecedente. Une variable est dite 
decroissante si chaque valeur consequente est plus petite que chaque valeur 
antecedente. 

Les variables croissantes et les variables decroissantes sont appelees variables a 
variation monotone ou simplement variables monotones. 

Exemple. Quand on double le nombre des cotes d'un polygone regulier 
inscrit dans un cercle, l'aire s de ce polygone est une variable croissante. De 
meme, quand on double le nombre des cotes d'un polygone circonscrit a un 
cercle, faire de ce polygone est une variable decroissante. Remarquons qu'une 
variable n'est pas necessairement croissante ou decroissante. Par exemple, la 
variable x = sin a n'est pas une variable monotone quand a croit sur le segment 
[0, 2n], Elle croit d'abord de 0 a 1, puis decroit de 1 a -1, croit de nouveau de -1 
a 0. 

Definition 2. Une variable x est dite bornee s'il existe une constante M > 0 
telle que, pour toutes les valeurs consequentes de la variable a partir d une 
certaine valeur, les inegalites 

-M <x<M, c'est-a-dire \ x\ <M, 

sont satisfaites. 

En d'autres termes, une variable est dite bornee s'il existe un segment [-M, M] 
tel qu'a partir d'une certaine valeur toutes les valeurs consequentes de la 
variable appartiennent a ce segment. Toutefois, il existe des variables bomees 
dont les valeurs ne remplissent pas le segment [-M, M\. Par exemple, une 
variable susceptible de prendre les differentes valeurs rationnelles du segment [- 
2, 2] est bornee, mais il est evident qu'elle ne prend pas toutes les valeurs de ce 
segment (precisement, les valeurs irrationnelles). 
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§ 6. Fonction 

L'etude des divers phenomenes de la nature et la resolution de divers problemes 
techniques et, par consequent, mathematiques, nous amenent a considerer la 
variation d'une grandeur en correlation avec la variation d'une autre grandeur. 
Ainsi quand nous etudions un mouvement, nous considerons le chemin 
parcouru comrne une variable qui depend du temps. Ici le chemin parcouru est 
une fonction du temps. 

Prenons un autre exemple. La surface du cercle en fonction du rayon est donnee 
par la formule bien connue Q = nR 2 . Si le rayon R prend differentes valeurs, la 
surface Q prendra egalement differentes valeurs. Ainsi la variation de l'une de 
ces variables entraine la variation de l'autre. Ici la surface du cercle Q est une 
fonction du rayon R. Donnons la definition de la notion de « fonction ». 

Definition 1. Nous dirons que y est une fonction de x et nous ecrirons y=f 
( x ), y = < p ( x ), etc., si a chaque valeur de la variable x appartenant a un certain 
domaine correspond une valeur de la variable y. 

La variable x est appelee variable independante. La dependance entre les 
variables x et y s'appelle une dependance fonctionnelle. La lettre f qui entre 
dans la notation symbolique de la dependance fonctionnelle y=f (x), indique 
qu'il faut appliquer certaines operations a x pour obtenir la valeur 
correspondante de y. On ecrit parfois y = y (x), u = u (x), au lieu de y =/ (x), u = 
<p (x) ; dans ce cas, les lettres y et u expriment en mane temps la valeur de la 
fonction et le symbole des operations appliquees a x. 

La notation y = C, ou C est une constante, exprime une fonction dont la valeur 
est egale a C quel que soit x. 

Definition 2. L'ensemble des valeurs x pour lesquelles la valeur de la 
fonction y est donnee par la loi / (x) est appele domaine d'existence de la 
fonction (ou domaine de definition de la fonction). 

Exemple 1. La fonction y = sin x est definie pour toutes les valeurs de x. Done, son 
domaine d'existence est l'intervalle infini - co < x < + oo 

Remarque 1. S'il existe une dependance fonctionnelle entre les deux 
variables x et y = f (x) et si l'on considere x et y = f (x) comrne des variables 
ordonnees, nous dirons alors que pour les deux valeurs y* = f (x*) et y* * =/ 
(x**) de la fonction / (x) correspondent, aux valeurs x* et x** de la variable x, la 
valeur consequente de la fonction est celle qui correspond a la valeur 
consequente de la variable independante. C'est pourquoi nous sommes tout 
naturellement conduits a enoncer la definition suivante. 



Definition 3. La fonction v = f (x) est dite croissante si a une plus 
grande valeur de la variable independante correspond une plus grande valeur de 
la fonction. On definit d'une maniere analogue la fonction decroissante. 

Exemple 2. La fonction Q = nR 2 est une fonction croissante pour 0 < R < +co, car a 
une plus grande valeur de R correspond une plus grande valeur de Q. 

Remarque 2. Quand on definit la notion de fonction, on admet parfois qu'a 
chaque valeur de x prise dans un certain domaine correspond non pas une valeur 
de y, mais plusieurs ou mane une infinite. Dans ce cas, la fonction est dite 
multivoque, tandis que la fonction precedemment definie est dite univoque. Par 
la suite, nous conviendrons d'appeler fonctions uniquement celles qui sont 
univoques. Si dans certains cas nous avons affaire a des fonctions multivoques, 
nous le specifierons chaque fois pour eviter toute confusion. 

§ 7. Diverses formes d'expression des fonctions 

I. Fonctions donnees a d'aide de tables 

Dans ce procede on dispose dans un certain ordre les valeurs de la variable 

independante Xi, x 2 , . . ., x n et les valeurs correspondantes de la fonction y h y 2 , . . 

•,.Vn 



X 


Xl 


x 2 


















y 


yi 


y 2 



















Telles sont, par exemple, les tables des fonctions trigonometriques, les tables 
des logarithmes, etc. 

On peut obtenir au cours de l'etude experimentale de certains phenomenes des 
tables qui expriment la dependance fonctionnelle existant entre les grandeurs 
mesurees. Ainsi, par exemple, les releves de la temperature de fair faits dans 
une station meteorologique durant une joumee nous donnent la table suivante 



Valeur de la temperature T (en degres) en fonction du temps t (en heures ) 



t 


1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


T 


0 


-1 


-2 


-2 


-0.5 


1 


3 


3.5 



Cette table definit T en fonction de t. 
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II. Representation graphique des fonctions 

Soit dans le plan un systeme de coordonnees rectangulaires. Un ensemble de 
points M (x, y), tel qu'aucun couple de points ne se trouve sur une droite 
parallele a l'axe Oy, definit une certaine fonction univoque y =f (x). Les valeurs 
de la variable independante sont les abscisses de ces points, les valeurs de la 
fonction les ordonnees correspondantes (fig. 4). 



L'ensemble des points du plan (xOy) dont les abscisses sont les valeurs de la 
variable independante et les ordonnees les valeurs correspondantes de la 
fonction est appele graphique de cette fonction. 

III. Representation analytique des fonctions 



Precisons tout d'abord ce que nous entendons par « expression analytique ». 
Nous appellerons expression analytique la notation symbolique de l'ensemble 
des operations mathematiques connues que l'on doit appliquer dans un certain 
ordre a des nombres et des lettres exprimant des grandeurs constantes ou 
variables. 

Remarquons que par ensemble des operations mathematiques connues nous 
envisageons non seulement les operations mathematiques apprises au cours des 
etudes secondaires (addition, soustraction, extraction de la racine, etc.) mais 
egalement toutes les operations qui seront definies au fur et a mesure de 
l'expose du cours. 

Donnons des exemples d'expressions analytiques 
x 4 _ 2; log x - sin x ^ 



x 4 -2; —5— ; 2 X - v5 + 3x, etc. 

5x 2 +1 

Si la dependance fonctionnelle y = f (x) est telle que / est une expression 
analytique, nous disons que la fonction y de x est donnee analytiquement. Voici 
quelques exemples d'expressions analytiques 



X + 1 / 

1)v = x 4 -2; 2) v = ; 3)y = yi-x 2 ; 4)v = sinx; 5) Q = xR 2 , etc. 

x-1 



Dans ces exemples les fonctions sont exprimees analytiquement par une 
seule formule. (On appelle formule l'egalite entre deux expressions 
analytiques.) Dans ces cas on peut parler du domaine naturel de definition d'une 
fonction. 

Le domaine naturel de definition d'une fonction donnee par y ,, 

une expression analytique est l'ensemble des valeurs de x 1 / 

pour lesquelles l'expression du second membre a une valeur \ / 

bien determinee. Ainsi, le domaine naturel de definition de \ /* 

la fonction y = x A - 2 est l'intervalle infini - co < x < +co , \ 

puisque cette fonction est definie pour toutes les valeurs de \ / 

x. La fonction v = X+ est definie pour toutes les valeurs \ J 

x-1 N ^ »- 

0 d 

de x, excepte la valeur x = 1, car pour cette valeur le 

denominateur s'annule. Le domaine naturel de definition de la fonction 



v = v 1 - x 2 est le segment -1<*<1, etc. 



Remarque. II importe parfois de considerer non pas tout le domaine naturel 
de definition d'une fonction, mais une partie de ce domaine. Ainsi, la surface Q 
du cercle s' exprime en fonction du rayon R par la fonction Q = n R 2 . Le domaine 
de definition de cette fonction pour ce probleme geometrique concret est 
evidemment l'intervalle infini 0 < R < +co. "routefois, le domaine naturel de 
definition de cette fonction est l'intervalle infini -oo < R< +oo. 

Une fonction y = f (x) dont on connait l'expression analytique peut etre 
representee graphiquement sur le plan des coordonnees xOy. Ainsi, le graphique 
de la fonction y = x 2 est la parabole representee sur la figure 5. 

§ 8. Principales fonctions elementaires. Fonctions elementaires 

Les principales fonctions elementaires sont des fonctions dont l'expression 
analytique est l'une des suivantes 



La fonction puissance : y = /oua est un nombre reel ). 

La fonction exponentielle: y = a ou a est un nombre positif 
different de 1 . 

La fonction logarithmique : y = log a x ou la base du logarithme est 
un nombre positif a different de l'unite. 



Pour a irrationnel, cette fonction se calcule en prenant le logarithme et 
l'exponentielle : log y = a log x. On suppose que x > 0. 
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IV. Les fonctions trigonometriques: y = sin x, y = cos x, y = 
tg x, y = ctg x, y = sec x, y = cosec x. 

V. Les fonctions trigonometriques inverses y = arc sin x, y = arc cos 
x, y = arc tg x, y = arc ctg x, y = arc sec x, y = arc cosec x. 

Determinons les domaines de definition et traqons les graphiques des 
principales fonctions elementaires : 

La fonction puissance, y = x a . 

1 . a est un entier positif. La fonction est definie en chaque point de l'intervalle 
infini - oo < x < + co. Les graphiques de cette fonction pour differentes valeurs 
de a sont representes sur les figures 6 et 7. 




Fig. 6 Fig. 7 

2. a est un entier negatif. Dans ce cas la fonction est definie pour toutes les 
valeurs de x, excepte la valeur x = 0. Les graphiques de cette fonction pour 
differentes valeurs de a sont representes sur les figures 8 et 9. y 




Fig. 8 Fig. 9 



Les figures 10, 11, 12 represented les graphiques des fonctions puissance pour 
a rationnels fractionnaires. 
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La fonction exponentielle,v = a x , a > 0 et a # 1. Cette 
fonction est definie pour toutes les valeurs de x. Le graphique de cette fonction 
est represente sur la figure 1 3 . 




Fig. 10 Fig. 11 Fig. 12 



La fonction logarithmique,v = log a x, a > 0 et a * 1 . Cette fonction 
est definie pour x > 0. Le graphique de cette fonction est represente sur la figure 



14. 



Les fonctions trigonometriques (circulaires). Dans les 
formules y = sin x, etc., la variable independante 




Fig. 13 Fig. 14 



x est exprimee en radians. Avant de dormer la definition d'une fonction 
periodique remarquons que toutes les fonctions circulaires enumerees sont 
periodiques. 



Definition l.La fonction y = / (x) est dite periodique s'il existe un nombre 
constant C tel que la valeur de la fonction ne change pas quand on ajoute (ou 
Ton retranche) le nombre C a la variable independante :f(x+C) =f (x). 



Le plus petit de ces nombres est appele periode de la fonction. Nous la 
designerons par la suite par 21. 
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II decoule immediatement de cette definition que la fonction y = sin x est une 
fonction periodique de periode 2 ji : sin x = sin ( x + 2k). La periode de la 
fonction y = cos x est aussi egale a 2n. La periode des fonctions y = tg x et y = 
ctg x est egale a n. 

Les fonctions y = sin x ety = cos x sont definies pour toutes les valeurs de x ; les 
fonctions y = tg x et y = sec x sont definies partout, sauf aux points x = (2k + 1) 

31 

— (k = 0, ±1, ±2, . . .) ; les fonctions y = ctg x et y = cosec x sont definies pour 

toutes les valeurs de x, sauf aux points x = kn (k = 0, ±1, ±2, . . .). Les 
graphiques des fonctions trigonometriques sont represents sur les figures 15- 
19. Par la suite nous etudierons en detail les graphiques des fonctions 
trigonometriques inverses. 

Introduisons la notion de fonction de fonction. Si y est une fonction de u et u 
une fonction de la variable x, y depend alors de x. Soit 

y = F(u) 



Nous en deduisons une fonction y de x : y = F [cp (jc)]. 

Cette derniere est appelee fonction de fonction ou / onction composee. 
Exemple 1. Soit y = sin u et u = x 2 . La fonction y = sin (x 2 ) est une fonction 
composee de x. 

Remarque. Le domaine de definition de la fonction y = F [<p (x)] est soit le 
domaine de definition tout entier de la fonction « = < p (x), soit la partie de ce 
domaine dans laquelle les valeurs de u appartiennent au domaine de definition 
de la fonction F (u). 

Exemple 2. Le domaine de definition de la fonction 
y = V \-x 2 (v = yfu, u = l-x 2 )est le segment [-1, 1] puisque quand | x \ > 1 ,u 

< 0 et, par consequent, la fonction -Jit n'est pas definie (quoique la fonction u = 
1 - x 2 soit definie pour toutes les valeurs de x). Le graphique de cette fonction 
est la moitie superieure de la circonference de rayon 1, dont le centre est 
l'origine des coordonnees. 

L'operation « fonction de fonction » peut etre executee non seulement une fois, 
mais un nombre arbitraire de fois. Par exemple, on obtient la fonction composee 
y = Log [sin (x 2 + 1)] en executant les operations suivantes (en definissant les 
fonctions suivantes) 

v = x 2 + 1 , u = sin v, y = Log u. 

Donnons la definition d'une fonction elementaire. 
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Fig. 19 
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Definition 2. On appelle function elementaire toute fonction qui peut 
etre donnee a l'aide d'une seule formule du type y =f (x), ou la fonction/ (x) est 
le resultat des combinaisons de fonctions elementaires principales et de 
constantes realisees a l'aide des operations d'addition, de soustraction, de 
multiplication, de division et de fonction de fonction ; toutes les operations 
doivent etre effectuees un nombre fini de fois. II decoule de cette definition que 
les fonctions elementaires font partie des fonctions definies analytiquement. 

Exemples de fonctions elementaires : 




Fig. 20 Exemple de fonction non elementaire 

La fonction y = \-1 ■ 1 ■ . . ■ n (y = f (n)) n’est pas une fonction elementaire 
puisque le nombre des operations que Ton doit effectuer pour obtenir y croit 
avec n, c’est-a-dire n’est pas un nombre fini. 



Remarque. La fonction representee sur la figure 20 est une fonction 
elementaire bien qu'elle suit donnee a l'aide de deux formules : 
f(x ) =x, si 0 <x < 1 ;f(x) = 2x - 1 , si 1 <x < 2. 

Cette fonction peut etre donnee par une seine formule 




pour 0 <x < 2. 



§ 9. Fonctions algebriques 



Les fonctions algebriques comprennent les fonctions elementaires suivantes: 

I. Fonction rationnelle entiere ou polynome 

n , n-1 . . 

V = aye + Q\X + . . . + a n , 

ou a 0 , «i, . . ., a n sont des nombres constants appeles coefficients ; n est un 
entier positif que l'on appelle degre du polynome. II est evident que cette 
fonction est definie pour toutes les valeurs de x, e'est-a-dire qu'elle est definie 
dans un intervalle infini. 

Exemple s : 1 . y = ax + b est une fonction lineaire. Quand b = 0, cette fonction 
exprime une dependance entre x et y telle que ces deux variables sont proportionnelles. 
Quand a = 0, y — b, la fonction est constante. 
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2. y = ax 2 + bx + c est une fonction du second degre. Le graphique de 
cette fonction est une parabole (fig. 21). L'etude detaillee de ces fonctions est 
l’objet de la geometrie analytique. 




Fig. 21 

II. Fractions rationnelles. Cette fonction est definie comme le rapport 
de deux polynomes 

n , n — 1 . . 

ciqX +a x x +... + a n 
y ~ b 0 x m +b l x m ~ 1 +...+b m 

Un exemple de fraction rationnelle nous est fourni par la fonction 

a 

y = - 

x 

qui exprime une dependance inversement proportionnelle. 

Le graphique de cette fonction est donne sur la figure 22. II est evident que la 
fraction rationnelle est definie pour toutes les valeurs de x, excepte bien sur les 
valeurs pour lesquelles le denominateur s'annule. 




a) b) 

Fig. 22 



II Fonction irrationnelle. Onditque la fonction y = f (jc) est 
irrationnelle si / (jc) est le resultat des operations d'addition, de soustraction, de 
multiplication, de division et d elevation a une puissance rationnelle non 
entiere. 




31 



30 

Void des exemples de fractions irrationnelles 

2x 2 + 4x /— 

v = . — ; v = vi , etc. 

vl + 5x 2 

Remarque 1. Les trois types de fonctions algebriques que nous venons de 
citer n'epuisent pas toutes les fonctions algebriques. On appelle fonction 
algebrique toute fonction y =f (x) qui satisfait a une equation du type 

P 0 (x)y n + />, (x)/-' + ....+ P n (x) = 0, (1) 

ou P 0 (x), P\ (x), . . . P n (x) sont des polynomes de x. 

On peut demontrer que toute fonction appartenant a fun des trois types cites 
verifle une equation du type (1), mais panni les fonctions veriflant les equations 
du type (1), il existe des fonctions qui n'appartiennent a aucun des trois types 
precedents. 



II decoule directement de la figure 24 que: x = p cos <p, y = p sin cp 
et inversement 

p = y/x 2 +v 2 ,tgq>= — • 
x 

Remarque. Pour determiner cp, il faut prendre en consideration le quadrant 
ou se trouve le point et choisir la valeur appropriee de cp. Dans le systeme de 
coordonnees polaires l'equation p = F (cp) determine une courbe. 




Remarque 2. On appelle fonctions transcendantes les fonctions qui ne sont 
pas algebriques. 

Voici des exemples de fonctions transcendantes y = cos x, y = 10*, etc. 

§ 10. Systeme de coordonnees polaires 

On peut determiner la position d'un point du plan a l'aide d'un systeme dit de 
coordonnees polaires. 

Soient dans le plan un point O que Ton nomme pole et une demi-droite issue de 
ce point que l'on appelle axe polaire. La position d'un point arbitraire M du plan 
peut etre determinee a l'aide de deux nombres : le nombre p qui donne la 
distance du point M au pole, et le nombre <p qui est egal a l'angle forme par le 
segment OM et l'axe polaire. On adopte le sens contraire aux aiguilles d'une 
montre comme sens positif. 

Les nombres p et <p sont appeles coordonnees polaires du point M (fig. 23). 

Le rayon vecteur p sera toujours un nombre non negatif. Si Tangle polaire <p 
varie entre les limites 0 < (p < 2 ti, alors a chaque point du plan, autre que le 
pole, correspond un couple bien determine de nombres p et <p. Pour le pole on a 
p = 0 et (p est arbitraire. 

Etablissons les relations qui existent entre les coordonnees polaires et les 
coordonnees orthogonales. Supposons que l'origine du systeme de coordonnees 
orthogonales coincide avec le pole et le sens positif de l'axe Ox avec l'axe 
polaire. 



Exemple 1. L'equation p = a, ou a est une constante, definit dans le systeme 
de coordonnees polaires un cercle, dont le centre est au pole et le rayon est a. 




Fig. 26 




L'equation de ce cercle (fig. 25) dans un systeme de coordonnees orthogonales, 
dispose comme l'indique la figure 24, est : 

yj x 2 + y 2 = a ou x 2 + y 2 =a 2 



Exemple 2. 
p = a tp, ou a = const. 

Disposons sous fonne de table les valeurs de p pour certaines valeurs de <p : 



q> 


0 


K 

4 


71 

2 


3n 

4 


n 


3n 

~2 


2n 


3n 


4k 


p 


0 


«0,78 a 


«0,78 a 


»0,78 a 


=0,78 a 


=0,78a 


=0,78 a 


=0,78 a 


=12,56 a 



La courbe correspondante est representee sur la figure 26. Cette courbe est 
appelee spirale d’Archimede. 
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E xe mp 1 e 3. p = 2 a cos (p. 

C'est l'equation d'un cercle de rayon a , dont le centre se trouve au point. p 0 = a, 
(p = 0 (fig. 27). Ecrivons l'equation de ce cercle dans le systeme de coordonnees 
rectangulaires. 



En substituant dans cette equation 



p = tJx 2 + y 2 , cos cp 




, cos (p = x ou 



a 





ou 



x 2 + y 2 - 2ax = 0 



Exercices 



1. Soit donnee la fonction f (x) =x 2 + 6x - 4. Verifier les egalites /(1)= 3 / 
(3)=23. 

2. / (x)=x 2 + 1 . Calculer les valeurs: a) / (4). Rep. 17. b )/( -\/2 ). Rep. 3 . c )/ 
(a+1). Rep. a 2 + 2a + 2. d) f(a)+\ . Rep. a 2 +2 e)/(a 2 ). Rep. a 4 + 1. [/ (a)] 2 . 
Rep. a 4 + 2a 2 + 1. g)/(2a). Rep. 4a 2 + 1. 

3. tp(x) = — — — . Former les expressions: cp f — ) et — - — . Rep. (p 

3x + 5 l^x j <p{x) 

I -x 1 _ 3x + 5 

3 + 5x (p(x ) x-1 

4. ip(x) = vx 2 + 4 . Fonner les expressions : \\i(2x) et vp (0). Rep. \p (2x) 
= 2-Jx 2 + \ ; v|/(0)=2. 

5. /(0) = tg 0. Verifier l'egalite /(20) = 2 ^ (9) - . 

1 - [/■(©)] 

1 — X 

6. <p(x ) = log . Verifier l'egalite (p(a) + (p (b) = (p 

\ + x 

7. fix) = log x; cp ( x)=x 3 . Fonner les expressions: a) /[cp (2)). Rep. 3 log 2. b) 
/[ tp(«)]- Rep. 3 log a. c) cp [/(a)] Rep. [log a] 3 . 

8. Indiquer le domaine naturel de definition de la fonction y = 2x 2 + 1. Rep. - 

OO < X < +00. 

9. Indiquer les domaines naturels de definition des fonctions 

a) °J\ -x 2 . Rep. -1 < x <+ 1 . b) ^3 + x +ill -x . Rep. -3 <x <7. 





Mx-b . Rep. - oo < x < +co. d) 



a + x , 

Rep. x*a. 

a-x 



e) arc sin 2 x. Rep. -1 <x< 1. f )y = logx. Rep. x > 0. 
g) y = a (a > 0). Rep. -oo < x < +oo. 

Construire les graphiques des fonctions suivantes: 



10. y = -3x + 5. 


11. y= lx 2 + 1. 


12. y = 3 -2x 2 . 


13. y =x 2 + 2x - 1. 


14. y= x 


15. y = sin 2x. 


16 ,y = cos 3x. 


17. y =x 2 - 4x + 6. 


18. v= 1 

' 1 — X 2 


19. v = sin x + — . 

1 4) 


20. y = cos|^x-yj . 


2 1 . y = tg ( 1/2 )x. 


22. y = ctg — x . 


23. y = 3 X . 


24. y = 2~* 2 . 


25.y = log 2 - . 


26. y =x 3 + 1. 


21 .y = 4 - x 3 . 


28. y=\ ■ 

X 2 

i 


29.y =x 4 . 

1 


30. y =x 5 . 

i 


l 

31. y = x 2 . 


1 

32. y = x 2 . 


1 

33. y = x 3 . 


34. y = |x|. 

/ \ 


35. y = log 2 |x|. 

f \ 


36. .y = log, (1 -x). 


37. y = 3sin|2x + ^-| . 


38. y = 4cosl x + — 1 





39. La fonction/(x) est definie sur le segment [-1 ; 1] de la maniere suivante : 

/ (x)= 1 + x pour -1 < x < 0; 

/ (x)= 1 - 2x pour 0 < x < 1 . 

40. La fonction/ (x) est definie sur le segment [0 ; 2] de la maniere suivante : 

/ (x)=x 3 pour 0 < x < 1 ; 

/ (x)=x pour 1 < x < 2. 

Construire les courbes donnees en coordonnees polaires . 

41. p = — (spirale hyperbolique). 

<P 

42. p =a <p (spirale logarithmique). 

43. p = a-yj cos 2(p (lemniscate). 44. p =a (1 - cos (p) (cardioide). 

45. p =a sin 3cp. 
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Chapitre II 

LIMITE ET CONTINUITE DES FONCTIONS 

§ 1. Limite d'une grandeur variable. Grandeur variable 
infiniment grande 

Nous allons considerer dans ce paragraphe des variables ordonnees a variation 
specifique que l'on definit par l'expression « la variable tend vers une limite ». 
Dans la suite de ce cours, la notion de limite d'une variable va jouer un role 
fondamental, etant intimement liee aux notions de base de l'analyse 
mathematique : la derivee, l'integrale, etc. 

Definition 1. Le nombre constant a est appele la limite de la grandeur 
variable x si, pour tout nombre arbitrairement petit s > 0, on peut indiquer 




Fig. 28 



une valeur de la variable x telle que toutes les valeurs consequentes de la 
variable veriflent l'inegalite | x - a |<e. 

Si le nombre a est la limite de la variable x, on dit que x tend vers la limite a et 
on ecrit 

x — > a ou lim x = a. 

On peut definir egalement la notion de limite en partant de considerations 
geometriques. 

Le nombre constant a est la limite de la variable x si pour tout voisinage donne, 
aussi -petit qu'il soit, de centre a et de rayon e, on peut trouver une valeur de x 
telle que tous les points correspondant aux valeurs suivantes de la variable 
appartiennent a ce voisinage (fig. 28). Donnons quelques exemples 

Exemple l.La variable x prend successivement les valeurs 

xi=l+l; x 2 = 1 + — ; x 3 = 1+ — ; ... ; x„ =1+— ; ... 

2 3 n 

Montrons que cette grandeur variable a une limite egale a l'unite. Nous avons 




35 



Pour e arbitraire, toutes les valeurs consequentes de la variable, a partir de n 
defini par la relation 1 In < e ou n > 1/e , veriflent l'inegalite \x„- I | < e, c.q.f.d. 
Remarquons que dans le cas present la variable tend vers sa valeur limite en 
decroissant. 



Exemple 2. La variable x prend successivement les valeurs 

■*i=i-— ; *2 = i + — r- ; *3 = i - -t ; 
n 2 2 2 3 

*4=1+ ^ i +(-D" 

Cette variable a une limite egale a l'unite. En effet, 

| *„ -1 1 = fl + (- l )"— 1-1 = — . 

V 2 "J 2" 

Pour £ arbitraire a partir de n satisfaisant a la relation 

1 



1 1 6 p 

2" > — , n log 2 > log — ou n > 

£ £ log 2 



toutes les valeurs suivantes de x veriflent l'inegalite | x n — 1 | < £. Remarquon que 
dans ce cas la valeur de la variable est tantot plus grande, tantot plus petite que 
la valeur limite. La variable tend vers sa limite en « oscillant autour d'elle ». 
Remarque 1. Comme il a ete indique au § 3 du chapitre I, la grandeur 
constante c peut etre consideree comme une variable dont toutes les valeurs sont 
egales : x = c. 

II est evident que la limite d’une grandeur constante est egale a cette constante, 
puisque l'inegalite |x-c| = |c-c| = 0<£est toujours satisfaite pour £ 
arbitraire. 



Remarque 2. II decoule de la definition de la limite qu'une grandeur variable 
ne peut pas avoir deux limites. En effet, si lim x = a et lim x = b (a < b), x doit 
satisfaire simultanement aux deux inegalites suivantes 
|x-a|<£et|x-A|<£ 



pour £ arbitrairement petit ; mais cela est impossible si 



£ < 



b -a 
2 



(fig. 29). ; 
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Remarque 3. II ne faut pas s'imaginer que chaque variable doit 
necessairement avoir une limite. Soit x une variable qui prend successivement 
les valeurs 

1 , 1 1 ,1 

1 

X2k+l X7~T 

2 u+l 

(fig. 30). Pour k suffisamment grand, la valeur de x 2 k et toutes les valeurs 
consequentes correspondant aux indices pairs seront aussi voisines que Ton veut 
de l'unite, mais la valeur x 2 k+ 1 et toutes les valeurs qui suivent correspondant aux 




Fig. 29 Fig. 30 



indices impairs seront aussi voisines que Ton veut de zero. Done, la variable x 
ne tend pas vers une limite. 

II ressort de la definition de la limite que si une variable tend vers une limite a, 
a est une grandeur constante. Mais l’expression « tend vers » peut s'employer 
egalement pour caracteriser un autre mode de variation d'une variable, ce qui 
apparait de la definition suivante. 

Definition 2. La variable x tend vers l'infini si pour chaque nombre positif 
donne M on peut indiquer une valeur de x a partir de laquelle toutes les valeurs 
consequentes de la variable verifient l'inegalite \x\> M. 

Si la variable x tend vers l'infini, on dit que e'est une variable injiniment grande 
et Ton ecrit x— »°o. 

Exemple 3. La variable x prend les valeurs X\ = -1 ; x% — 2; x 3 = -3 ; . . . ; x n 
= (-!)"«;•■• 

C'est une variable infiniment ande puisque pour M > 0 arbitraire toutes les 
valeurs de la variable a partir de l'une d'entre elles sont toutes plus grandes que 
M en valeur absolue. 

La variable x « tend vers plus l'infini » ou x— > +oo si pour M > 0 arbitraire, a 
partir d'une certaine valeur, toutes les valeurs consequentes de la variable 
verifient l'inegalite M<x. 

Un exemple de variable tendant vers plus l'infini est donne par la variable x qui 
prend les valeurs Xi = 1 , x 2 = 2, . . ,,x n = n, . . . 
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La variable x « tend vers moins l'infini » ou x — > -oo si pour M > 0 arbitraire, 
a partir d'une certaine valeur, toutes les valeurs suivantes de la variable verifient 
l'inegalite x < - M. 

Ainsi, par exemple, la variable qui prend les valeurs Xi = -1, x 2 = -2, . . ,,x„ = -n, 
. ., tend vers moins l'infini. 

§ 2. Limite d'une fonction 



Dans ce paragraphe nous etudierons certains cas particuliers de variation d’une 
fonction lorsque la variable independante x tend vers une limite a ou vers 
l'infini. 



Definition 1. Soit y =/ ( x ) une fonction definie dans un voisinage du point 
a ou en certains points de ce voisinage. La fonction y =f (x) tend vers la limite b 



(y — > b ) lorsque x tend vers a (x — »• a), si 
pour chaque nombre positif g, aussi petit 
qu’il soit, on peut indiquer un nombre 
positif 5 tel que pour tous les x differents 
de a et verifiant l'inegalite ) 

\x — a | < 8 

1’ inegalite 

\J[x)-a | < 8 

est satisfaite. Si b est la limite de la 
fonction f (x) quand x— > a. on ecrit alors 




lim = b Fig. 3 1 

x—>a 



ou/ (x) — > b quand x — > a. 

Le fait que / (x) — >b quand x— > a se traduit sur le graphique de la fonction y =f 
(x) de la maniere suivante (fig. 31) ; puisque de l'inegalite | x - a \ < 8 decoule 
l'inegalite | /(x) - b \ < s, alors les points M du graphique de la fonction y =/ (x), 
correspondant a tous les points x dont la distance jusqu'au point a est inferieure 
a S, sont contenus dans une bande de largeur 2e delimitee par les droites y = b- 
e et v = b + g. 



Dans le cas resent, nous avons en vue les valeurs de x verifiant l'inegalite | x - 
a | < 8 et appartenant au domaine de definition de la fonction. Par la suite nous 
rencontrerons frequemment des cas analogues. Ainsi, quand nous etudierons le 
comportement d’une fonction pour x — » oo, il peut arriver que la fonction soit 
definie pour les valeurs entieres et positives de x. Par consequent, dansce cas x 
— > co, en prenant des valeurs positives entieres. Par la suite, nous supposerons 
que cette condition est toujours realisee. 
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Remarque 1. On peut egalement definir la limite de la fraction/ (x), quand 
x— » a, de la maniere suivante. 

Soit une variable x prenant les valeurs telles que (ordonnee de sorte que) si 

\x* -a\>\x** -a\, 

alors x** est une valeur consequente et x* une valeur antecedente. Si 
x*-a|=|x**-a| et x* < x * * , 
alors x * est consequent et x * * antecedent. 




Autrement dit, de deux points de la droite 
numerique le point consequent est celui 
qui est le plus pres de a. Si les points sont 
a egale distance de a, le point consequent 
sera celui qui se trouve a droite de a. 

Soit une variable x ordonnee de cette 
maniere et tendant vers la limite a[x— 
ou lim x = a]. Considerons la variable y = 
fix). 

En outre, admettons une fois pour toutes 
que de deux valeurs de la fonction la 
valeur consequente est celles qui 



correspond a la valeur consequente de la variable x. Si une Fig. 32 



grandeur variable y, definie comme il a ete indique ci-dessus, tend vers une 



limite b , quand x— > a, nous ecrirons alors 



lim / ( x)=b 



et nous dirons que la fonction y =f (x) tend vers la limite b pour x— » a. 

On demontre facilement que ces deux definitions de la limite sont equivalentes. 
Remarque 2. Si /(x) tend vers la limite b\ quand x tend vers un nombre a en 
ne prenant que des valeurs plus petites que a, nous ecrirons alors lim / (x)= 

x— >a-0 

b\ et nous appellerons b\ la limite a gauche de la fonction / (x) au point a. Si x 
prend des valeurs plus grandes que a, nous ecrirons alors lim / (x) = b2 et 

x— »a+0 

nous appellerons b 2 la limite a droite de la fonction au point a (fig. 32). 

On peut demontrer que si les limites a gauche et a droite existent et sont egales, 
c'est-a-dire b\ = b 2 = b, alors b est la limite de cette fonction au point a dans le 
sens defini plus haut. Inversement, si une fonction a une limite b au point a, les 
limites a gauche et a droite de cette fonction au point a existent et sont egales. 
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Exemple 1 . Montrons que lim (3x + 1 ) = 7. En effet, soit s > 0 

x—>a 

un nombre arbitraire donne; pour que l'inegalite 

| (3x+ l)-7 | <g 

soit satisfaite, il faut que soient satisfaites les inegalites suivantes: 

| 3x — 6 |< e ; | x — 2 | < j . 

£ „ £ 

— <x 2<— 

3 3 

Ainsi pour s arbitraire et pour toutes les valeurs de la variable x verifiant 
£ 

l'inegalite | x - 2 | < — = § la valeur de la fonction 3x + 1 differe de 7 de moins 

de 8. Cela signifie justement que 7 est la limite de cette fonction pourx— >. 2. 
Remarque 3. Pour l'existence de la limite d'une fonction quand x -> a, il 
n'est pas necessaire que la fonction soit definie au point x = a. Quand nous 
calculons une limite, nous devons considerer les valeurs de la fonction au 
voisinage du point a, mais differentes de a. Ceci est clairement illustre par 
l'exemple suivant. 

x 2 -4 x 2 -4 

Exemple 2. Montrons que lim : = 4 . Ici la fonction : n'est pas 

x — >2 x-2 x-2 

definie pour x = 2. 

Nous devons demontrer que pour a arbitraire on peut indiquer un 5 tel que soit 
satisfaite l'inegalite 

I x 2 -4 I 
4 < e 



des que | x -2 | < 5. Mais pour x * 2, l'inegalite (1) est equivalente a l'inegalite 

(x-2)(x + 2) i | 

— - — 4 = (x + 2)-4 <e 

x-2 



| x - 2 | < s. (2) 

Ainsi, l'inegalite (1) sera satisfaite quel que soit s si l'inegalite (2) est satisfaite 
(ici S = e). Cela signifie que la limite de cette fonction est egale a 4 quand x 
tend vers 2. Considerons encore certains cas de variation d'une fonction quand x 
tend vers l'infini. 



Definition 2 .La fonction f (x) tend vers la limite b quand x — > co si pour 
chaque nombre positif 8, aussi petit qu'il soit, on peut indiquer un nombre 
positif N tel que pour toutes les valeurs de x verifiant l'inegalite | x | > N, 
l'inegalite |/(x) - b \ < s est satisfaite. 
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Exemple 3. Montrons que 

lim [ | = 1 ou que lim [ 1 + — ] = 1 

JT->CO^ X ) X->GO^ x J 

II faut demontrer que, quel que soit e, l’inegalite 

sera satisfaite des que | x \ > N, ou N est defini par le choix de e. L’inegalite (3) 

est equivalente a l’inegalite suivante : — < e , qui est satisfaite si l’on a 

x 




Fig. 33 

La signification des symboles x — »+oo et x — >-co rend evidente celle des 
expressions 

«fix ) tend vers b quand x — > +co » et 
«fix ) tend vers b quand x — > -oo », 
que Ton note symboliquement par : 

lim f(x) = b ; lim f(x) = b 

x — >+00 x — >-00 

§3. Fonctions qui tendent vers I’infini. Fonctions 
bornees. 

Nous avons etudie le cas ou la fonction fix) tend vers certaine limites b quand 
x->a ou x— >co. 

Considerons maintenat le cas ou la fonction v =fix ) tend vers l’infini quand la 
variable x varie d’une certaine maniere. 

Definition l.La fonction fix) tend vers l’infini quand x— >a, autrement dit 
fix ) est infiniment grande quand x-»a ; si pour chaque nombre positif ML, aussi 
grand qu’il soit, on peut trouver un nombre § > 0 tel que pour toutes les valeurs 
de x differentes de a et verifiant la condition | x - a \ < 5, l’inegalite | fix) \ > M 
est satisfaite. Si/jx) tend vers l’infini quand x-^>a , on ecrit : 
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et, en particulier, on peut avoir 

lim / (x) = co , lim / (x) = °o lim / (x) = -oo 

x — >+00 x — >— 00 x — >+00 

Par exemple, 

lim x 2 = +co , lim x 3 = -co 

X—>CO x—>— co 



Remarque 1. II peut arriver que la fonction y = f (x) ne tende ni vers une 
limite finie ni vers l'infmi quand x — > ooux-> oo. 

Exemple 3. La fonction y = sin x est definie dans l'intervalle infini -co < x < 
+co mais ne tend pas vers une limite finie ou vers l'infini quand x — > +co (fig. 36). 




Fig. 36 

Exemple 4. La fonction y =sin x qui est definie pour toutes les valeurs de x, 
excepte x = 0 ne tend vers aucune limite finie ou vers l'infini quand x — > 0. Le 
graphique de cette fonction est represente sur la figure 37. 




Fig. 37 

Definition 2. La fonction y = f (x) est dite bornee dans le domaine de 
definition de la variable x s'il existe un nombre positif M tel que pour toutes les 
valeurs de x appartenant a ce domaine l'inegalite |/(x) | < Mest verifiee. Si un 
tel nombre n'existe pas, on dit que la fonction / (x) n'est pas bornee dans ce 
domaine. 

Exemple 5. La fonction y = sin x, definie dans l'intervalle infini -co < x < +co, 
est bornee, puisque pour toutes les valeurs de x 

| sin x | < 1 = M. 

Definition 3. La fonction/ (x) est dite bornee quand x— >a, s'il existe un 
voisinage de centre a dans lequel la fonction est bornee. 



Definition 4. La fonction v =/ (x) est dite bornee quand x— >co, s'il existe un 
nombre N > 0 tel que, pour toutes les valeurs de x verifiant l'inegalite | x | > N, la 
fonction/ (x) est bornee. 



Le theoreme suivant permet de conclure si la fonction / (x), quand elle tend 
vers une limite, est bornee ou non. 
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le nombre s > 0 dans un certain voisinage du point x = a, on a | f(x) - b \ < s 
ou ||/(x) | - 1 b || < 8 ou -s < | fix) | - 1 b | < s ou |A|-e< | fix) \ < \ b \ + e. 

II vient de ces inegalites: 

1 1 1 

i — i — > i r> i — i — 

| b | - e | f(x) | | b | + £ 

En prenant, par exemple, £ = \ b\ nous avons 

10 1 10 

9|zT| | fix) | ll|Z>| 

Cela exprime que la fonction — - — est bomee. 

fix) 

§ 4. Infiniment petite et leurs proprietes fondamentales 



Dans ce paragraphe nous allons etudier lee fonctions qui tendent vers zero 
quand l'argument x varie d'une maniere donnee. 



Fig. 39 Fig. 40 

Definition. On dit que a = a (x) est un infiniment petit quand i->aou 
quand x— > go si lim a(x) = 0 ou lim a (x) = 0. 

x— >a x—>co 

II decoule de la definition de la limite que si, par exemple, on a lim a (x) = 0, 

x—>a 

alors pour tout nombre positif £ arbitrairement petit, il existe un 5 > 0 tel que 
pour tous les x satisfaisant a l'inegalite | x - a < 5 on a | a (x) | < £. 

Exemple 1. La fonction a = (x - l) 2 est un infiniment petit quand x —>\ , car 
lim a = lim (x - l) 2 = 0 (fig. 39). 

X—>\ X— >1 

Exemple 2. La fonction a = — est un infiniment petit, quand x —><x> (fig. 40) 

x 

(voir l'exemple 3 § 2). 

Demontrons maintenant fimportante proposition suivante. 





Theoreme l. Si la fonction y = / (x) peut etre mise sous la forme de la 
somme d'un nombre constant b et d'un infiniment petit a: 

y = b + a, (1) 

alors 

lim v = b (quand x — » a ou x —> oo). 

Inversement, si lim y = b, on peut ecrire v = b + a, oil a est un infiniment petit. 
Demonstration. II vient de l'egalite (1) que \y - b \ = | a |. 



Mais quel que soit £, toutes les valeurs de a a 
partir d'une certaine valeur verifient l'inegalite | 
a | < £, et, par consequent, toutes les valeurs de 
y a partir d'une certaine valeur verifieront 
l'inegalite | y - b \ < e. Cela signifie justement 
que lim v = b. Inversement : si lim y = b, alors 
quel que soit £ pour toutes les valeurs de y a 
partir de l'une d'elles on a | v - b \ < e. Posons v - 
b = a, alors pour toutes les valeurs de a a partir 
de l'une d'elles on a | a | < £, et a est un 
infiniment petit. 




Exemple 3. Soit la fonction (fig. 41). 



Fig. 41 



y = i+ - 

x 



alors lim y = 1 . 



Inversement, si lim y = 1 , nous pouvons exprimer la variable y sous la forme 

X— >CO 

de la somme de sa valeur limite 1 et d'un infiniment petit a = — , c'est-a-dire 

x 

v = 1 + a. 

Theoreme 2. Si a = a (x) tend vers zero pour x — > a (ou pour x— »co) et ne 

s'annule pas, alors y — — tend vers I'infini. 
a 

Demonstration. Pour tout M > 0 arbitrairement grand l'inegalite > M 

a 



est verifiee des que l'inegalite | a | < — est satisfaite. Cette demiere inegalite 

M 

est satisfaite pour toutes les valeurs de a a partir de l'une d'elles, puisque a 
(x)-> 0. 




46 

Theorem e 3. La somme algebrique d'un nombre fini d'infiniment petits 
est un infiniment petit. 

Demonstration. Nous envisagerons le cas de deux infiniment petits, car 
pour un nombre plus grand d'infiniment petits la demonstration reste la meme. 
Soit u (x) = a (x) + (3 (x) ou lim a (x) = 0, lim (3 (x) = 0. Demontrons que 

x— >a x—>a 

pour e > 0 arbitrairement petit on peut trouver un 5 > 0 tel que l'inegalite | x - a | 
< 5 entraine l'inegalite | u \ < e. a (x) etant un infiniment petit, on peut trouver 
un 5] tel que dans le voisinage de centre a et de rayon Si on ait 

|a(x)|<-| . 

P (x) etant un infiniment petit, dans un voisinage de centre a et de rayon 5 2 on 

aura | P(x) | < | . 

Prenons 8 egal au plus petit des deux nombres 5i et 5 2 , alors pour un voisinage 

8 £ 

de centre a et de rayon 8 on a | a | < - ;IPI< - . Par consequent, nous 
aurons dans ce voisinage 

I « I = I a (x) + p(x) | < | a (x) | + | P(x) | < -■ + | = £, 

c'est-a-dire | u \ < s, c.q.f.d. 

On demontre d'une maniere analogue le cas 

lim a (x) = 0, lim p (x) = 0. 

x — >00 x — >00 

Remarque. Par la suite, nous aurons a considerer des sommes d'infiniment 
petits telles que le nombre de termes augmente parallelement a la decroissance 
de chacun d'eux. Dans ce cas le theoreme precedent peut etre pris en defaut. 

Considerons, par exemple, la somme de x tennes u = — + — +...+— ouxne 

xx x 

prend que les valeurs entieres positives (x = 1, 2, . .). II est clair que 

chaque terme est un infiniment petit quand x >oo, mais la somme u = 1 n'en est 
pas un. 

Theoreme 4. Le produit d'un infiniment petit a = a (x) par une fonction 
bornee z = z (a) est un infiniment petit quand x—>a (ou x — > oo). 
Demonstration. Nous donnerons la demonstration pour le cas oux->a. 
On peut indiquer un nombre M > 0 tel que dans un certain voisinage du point x 
= a l'inegalite | z | < M est satisfaite. Pour chaque £ > 0, on peut trouver un 
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voisinage ou l'inegalite | a | < — est satisfaite. Pour tous les points du plus 

M 

petit de ces voisinages on aura 

I az I < — M =£. 

M 

Ce qui exprime que az est un infiniment petit. La demonstration est identique 
pour le cas ou x — >co. Du theoreme demontre il decoule : 

Corollaire l.Si lim a = 0,lim P= 0, alors lim aP = 0, car p (x) est une 
fonction bornee. Ce resultat s'etend au cas d'un nombre fini quelconque 
d'infiniment petits. 

Corollaire 2. Si lim a = 0 et c=const, alors lim ca = 0. 

ot(x) 

Theoreme 5. Le quotient d'un infiniment petit a(x) et d'une fonction 

z(x) 

dont la limite est differente de zero est un infiniment petit. 

Demonstration. Soit lim a(x) = 0, lim z(x)= b ^ 0. II decoule du theoreme 

1 oc(x) 

2 § 3 que est une variable bornee. C'est pourquoi la fraction — — = a 

z( a) z(x) 

(x) — — est le produit d'un infiniment petit par une grandeur bornee ; done c'est 
z(x) 

un infiniment petit. 



§ 5. Theoremes fondamentaux sur les limites 



Dans ce paragraphe ainsi que dans le paragraphe precedent nous aurons a 
considerer des fonctions qui dependent d'une meme variable independante x, et 
pour lesquelles x->aoux — >oo. 

Nous donnerons la demonstration pour l'un de ces cas, puisque la demonstration 
de l'autre cas est semblable. Parfois nous n'ecrirons meme plus x->aoux — >co 
en sous-entendant l'un ou l'autre. 

Theoreme 1 .La limite de la somme algebrique de deux, de trois ou d'un 
nombre fini quelconque de variables est egale a la somme algebrique des 
limites de ces variables 

lim («i + U 2 +. ■ ■ + uL) = lim ui + lim w 2 +. • • + lim Uk. 
Demonstration. Nous donnerons la demonstration pour le cas de deux 
tennes, puisqu'elle s'etend de la meme maniere a un nombre quelconque de 
tennes. Soit lim U\ = a u lim u 2 = a 2 . Alors en vertu du theoreme 1 § 4 on peut 
ecrire 

= a\ + ai m 2 = a 2 + a 2 
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ou ai et oc 2 sont des infiniment petits. Par consequent, 
u i + ui = (ai + a 2 ) +( ai + a 2 ) 

Comme (a i + a 2 ) est une constante et ( ai + a 2 ) un infiniment petit, on peut 
ecrire toujours d'apres le theoreme 1 § 4 que 

lim («! + u 2 ) = + a 2 = lim U\ + lim u 2 . 

Exemple 1 . 

2 , /■} / \ r\ r\ 

lim = lim 1 + - = lim 1+ lim - = 1+ lim - = 1 + 0 = 1 

x->co x - x->co^ X ) x—>x, x->co X x-yx> X 

Theoreme 2. La limite du produit de deux, de trois ou d'un nombre fini 
quelconque de variables est egale au produit des limites de ces variables 
lim («i u 2 . . . Uk = lim u\ lim u 2 ... lim u 

Demonstration. Afin de ne pas alourdir la demonstration nous 
considererons le cas de deux facteurs. Soit lim u\ = a u lim u 2 = a 2 . Alors, 
ui = ai + ai, u 2 = a 2 + a 2 , 

u i u 2 =( fli + ai) ( a 2 + a 2 ) = a\ a 2 + a \ ai + a 2 ai + ai a 2 
Le produit a\ a 2 est une constante. D'apres les theoremes du § 4 l'expression a l 
ai + a 2 ai + ai a 2 est un infiniment petit. Par consequent, lim U\ u 2 = a\ a 2 = lim 
u i lim u 2 . 

C o r o 1 1 a i r e . On peut sortir un facteur constant de dessous le signe de la 
limite. En effet, si lim U\ = a t et c est une constante on a, par consequent, lim c 
= c, d'ou lim (c U\) = lim c lim u\ = c lim U\ c.q.f.d. 

Exemple 2. lim 5x 3 = 5 lim x 2 = 5 -8 = 40 . 

x— >2 a — >2 



Theoreme 3. La limite du rapport de deux variables est egale au rapport 
des limites de ces variables si la limite du denominateur est dif ferente de zero 



u lim u ... . 

lim — = , si lim v+0 

v lim v 



Demonstration. Soit lim u = a, lim v = b 0. Alors, u = a + a, v = b + P, ou a et 
P sont des infiniment petits. Ecrivons l'identite 

u _ a + a _ a I a + a a | _ a ab-$a 
7“ 6 + P ~6 + U + P ~-b)~b + b(b + P) 



a ab-$a 
~b + b(b + P) 
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La fraction — est un nombre constant et la fraction 



ab ~Pa 



est d'apres les 



lim(3x + 5) 

X — ^1 

lim(4x - 2) 

X — >1 



3 - 1 + 5 _ 8 _ , 

4- 1-2 “2 " 



b b(b + P) 

theoremes 4 et 5 du § 4 un infiniment petit, puisque ab - p a est un infiniment 
petit et que la limite du denominateur b (b + P) est egale a b 2 + 0. Done, 

, . u a lim u 

lim — = — = 

v b lim v 

Exemple 3. 

t 5 lim(3x + 5) 31imx + 5 t i , « o 

.t->i 4x - 2 lim(4x — 2) 4 lim x — 2 4-1-2 2 

X— >1 X— >1 

Nous avons utilise ici le theoreme relatif a la limite du rapport de deux 
fonctions, car la limite du denominateur est differente de zero quand x—> 1 . Si la 
limite du denominateur est egale a zero, on ne peut se servir de ce theoreme. II 
est necessaire dans ce cas de faire une etude detaillee. 

x 2 _4 

Exemple 4. Trouver la limite lim . Ici le numerateur et le 

x ->2 x—2 

denominateur tendent vers zero quand x — »• 2, e'est pourquoi le theoreme 3 ne 
peut etre applique. Effectuons les transformations suivantes 

x 2 -4 (x-2)(x + 2) 

= = x + 2 

x-2 x-2 

On est en droit d'effectuer cette transformation pour tous les x differents de 2. 
C'est pourquoi on peut ecrire en partant de la definition de la limite: 



Ici le numerateur et le 



lim 1 

x->2 x-2 



(x-2)(x + 2) 



= lim(x + 2) = 4 

x — >2 



X 

Exemple 5. Trouver la limite lim— — 

x->l x - 1 



. Quand x — > 1, le denominateur 



tend vers zero, alors que le numerateur tend vers 1. Done, la limite de la 
variable inverse est egale a zero, e'est-a-dire 



lim^i 

x->l X 



lim(x-l) n 

^ = - = 0. 

lim x 1 



X— >1 



Done, nous aurons en vertu du theoreme 2 du paragraphe precedent. 



lim X = co 

x->l x - 1 



Theoreme 4. Si les fonctions u = u (x), z = z (x), v = v (x) sont liees entre 
elles par la double inegalite u < z < v et si u (x) et v (x) tendent vers une meme 
limite b quand x — > a (ou x — *»), alors z = z (x) tend aussi vers la meme limite 
quand x— > a ( ou x— »oo). 
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Demonstration. Pour fixer les idees nous allons considerer la variation 
de la fonction quand x — > a. II vient des inegalites u <z < v 

u - b <z — b < v — b ; 
d'apres les conditions du theoreme 

lim u = b , lim v = b 

x—>a x—>a 



Par consequent, pour tout £ > 0 on peut indiquer un voisinage de centre a ou 




l'inegalite | u - b \ < 8 est satisfaite; de 
meme, on peut indiquer un voisinage de 
centre a ou l'inegalite | v - b \ < e est aussi 
satisfaite. Dans le plus petit de ces 
voisinages les inegalites 

-E<u-b<eet-E<v-b<E 
seront satisfaites et, par consequent, les 
inegalites 

- E < Z — b < E 

seront satisfaites, c'est-a-dire 
lim z = b . 

x— >a 



Fig. 42 

Theoreme 5. Si la fonction y ne prend pas des valeurs negatives y > 0 quand 
x— >a (ou x — >co) et si elle tend vers une limit e b, alors ce nombre b n'est pas 
negatif : b > 0. 

Demonstration. Supposons que b soit negatif, b < 0, alors | y - b \ > \ b |, 
c'est-a-dire que la valeur absolue de la difference y - b | est plus grande que le 
nombre positif | b | et, par consequent, ne peut tendre vers zero quand x — > a. 
Mais alors, quand x — >a, y ne peut tendre vers b, ce qui est contraire a 
l'hypohese. Done, la supposition que b < 0 nous conduit a une contradiction. Par 
consequent, b > 0. 

On demontre d'une maniere analogue que si y < 0, bra y < 0. 

Theoreme 6. Si les fonctions u = u (x) et v = v (x) satisfont a l'inegalite v>u 
et si les limites de ces fonctions existent quand x —> a (ou x — »co), alors lim v > 
lim u. 

Demonstration. D'apres l'hypothese v - u > 0 et en vertu du theoreme 5 
lim (v - u) > 0 ou lim v - lim u > 0, c'est-a-dire lim v > lim u. 

Exemple 6. Montrons que lim sin x = 0 . 

x->0 

On voit d'apres la figure 42 que si OA = 1, x > 0, alors AC = sin x 

AB = x. sin x < x. II est evident que si x < 0, | sin x | < | x |. II vient de ces 

inegalites an vertu des theoremes 5 et 6 que lira lim sin x = 0 

x — >0 
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X 

Exemple 7. Montrons que lim sin — = 0 . 

*->0 2 

X i i X 

En effet, sin — < sin jc ; done, lim sin — = 0 . 

2 x — >o 2 

Exemple 8. Montrons que lim cos x = 0 . Remarquons que 

x— >0 

1 O • 2 X 

cos x = 1 - 2 sin — 

2 

done, lim cos x = lim 1-2 sin 2 — =1-2 lim sin 2 — = 1 - 0 = 1 . 

,v— >0 x— >ov 2 ) x— >0 2 

Lors de l'etude des questions relatives a la limite de certaines variables, on est 
amene a resoudre les deux problemes suivants : 

1) demontrer que la limite existe et determiner les homes entre lesquelles est 
comprise cette limite ; 

2) calculer cette limite avec le degre de precision voulu. 

La reponse a la premiere question est bien souvent donnee par le theoreme 
suivant. 

Theoreme 7 . Si la variable v est croissante, c'est-a-dire si toutes ses valeurs 
consequentes sont plus grandes que ses valeurs antecedentes, et si elle est 
bornee, c'est-a-dire v < M, alors cette variable a une limite lim v = a, oil a <M. 
On peut enoncer un theoreme analogue pour les variables decroissantes 
bomees. 

Nous ne donnons pas ici la demonstration de ce theoreme, car elle exige 
l'application de la theorie des nombres reels que nous n'avons pas developpee 
dans ce livre. 

Dans les deux paragraphes suivants, nous calculerons les limites de deux 
fonctions ayant une tres large application en analyse mathematique. 



§ 6. Limite de la fonction sin A 

X 

quand x 0 

Cette fonction n'est pas definie pour x = 0, 
puisque le numerateur et le denominateur de la 
fraction s'annulent en ce point. Calculons la 
limite de cette fonction lorsque x — > 0. 
Considerons la circonference de rayon 1 (fig. 
43). 




Fig. 43 
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Designons par x Tangle au centre MOB ; nous avons 0 < x < — .11 vient 

immediatement de la figure 43 

surface du triangle MOA< 

< surface du secteur MOA< 

<surface du triangle COA. (1) 



Surface du triangle MOA = — OA MB = — . 1 sin x = — sin x. 

2 2 2 

Surface du secteur MOA = OA AM= — 1 x= — x. 

2 2 2 

Surface du triangle COA = -^ OA AC = -^ I tg x = ^- tg x 



En simp lifiant par — , l'inegalite (1) devient 



sin x<x<tg x. 



Divisons tous les tennes par sin x 



i * 1 

1 < < 

sin x cos x 



. sin x 

1 > > COS X 

X 

Nous avons obtenu cette inegalite en supposant jt > 0. Remarquons que 
sin(-x) sinx ^ 

= et cos (-x) = cos x. Done, l inegalite eat encore verinee pour x 

(— x) x 



<0. Mais lim cos x = 0 , lim 1 = 1 

x— >0 x— >0 




Fig. 44 



Par consequent, la variable est comprise entre deux variables tendant 

x 

vers une mane limite egale a 1. Ainsi, en vertu du theoreme 4 du paragraphe 
precedent 



53 



x->u x 

sin x 

2 graphique de la fonction y = — est trace sur la figure 44. 

x 



Exemples. 



, , .. tgx sinx 1 sinx 1 1 

1) Inn = urn = urn urn = 1 • - = 1 . 

-X— >0 X x->0 X COS X x->0 X x-»0 COS X 1 



sin Ax , sin Ax , sin(Ax) , , 

2) lim = lim k = k lim = k • 1 = k (k = const) . 

x->0 x x->0 Ax x— >o (Ax) 



0 • 2 X . X 

, 2 sin — sin — 

.. 1-cosx 2 2 • * i ^ ^ 

3) lim = lim = lim — sin — = 1 • 0 = 0 . 

x — >0 x x — x ^ — >0 x 2 

2 



lim 

, . sin ax , . a mr a *->o ax ala 

lim = lim = = = — 

sin Px p sin Px p sinPx p 1 p 



sin ax 

lim , 

a ax ala 

. — - = = — (a = const, P = const) 

R sin Rr R 1 R 



inn 

f)x x— >0 Px 



§ 7. Le nombre e 

Considerons la grandeur variable 



V nj 

ou n est une variable croissante prenant successivement les valeurs 1, 2, 3, . . . 

f 1 V 

Theoreme 1 .La variable 1 H — a une limite comprise entre 2 et 3 quand 

V n) 



Demonstration. D'apres la formule du binome de Newton nous pouvons 
ecrire 

fi + lT = 1 + » .I + ^ x m 2 + ^-i) 0 «- 2 ) rn 3 + 

V n ) 1 n 1-2 1-2-3 

«(«-!)(« -2) ■■■[«- («-l)] r 1 )" 
l-2-...-w yn) 




En effectuant certaines transformations algebriques evidentes, nous trouvons 



1 . 1 1 



1 + - =1 + 1 + 1 



1 x 1 



1-21 n 1-2-31 n 



1-- X 1 ... 1 — 

1 ■ 2 ■ . . . • n 1 n ) 1 n ) l 



On voit de cette demiere egalite que la grandeur variable 1 + — est une 

1 n) 

variable croissante quand n croit. En effet, quand on passe de la valeur n a la 
valeur n + 1 , chaque terme de cette somme augmente 

— 1 — f , + — ^ < — 1 — f 1 ! — 1, etc., 

1-2V n) 1-2 v n + \) 

et de plus un nouveau tenne apparait. (Tous les tennes du developpement sont 
positifs.) 

( i y 

Montrons que la grandeur variable 1 + — est bornee. En remarquant que 



( Y 


r n 


( 2^1 


1 — <!; 


i— 


1 


1 n) 


l n) 


l n) 



,1 V ‘ , 1 1 1 

1 + — <1 + 1 + + + ... + 

n 1-2 1-2-3 1-2 



D' autre part, 



11 1 1 1 1 

1-2-3 Y~ ’ 1-2-3-4 Y ’ " ’ 1-2 -...-« Y T 



Nous pouvons ecrire l'inegalite 



Les tennes que nous avons soulignes constituent une progression geometrique 
de raison q = — , dont le premier tenne est a = 1, par suite 




n 

<i + 
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Demonstration. Nous avons prouve que |^1 + — J — » e quand n tend 

vers l'infini en prenant des valeurs positives entieres. Supposons maintenant que 
x — »co en prenant des valeurs fractionnaires ou negatives. 

1) Soit x — »+co. Chaque valeur de x est comprise entre deux nombres positifs 
entiers 

n <x < n + 1 . 

Dans ce cas nous aurons les inegalites suivantes 

1 1 1 

->-> 

n x n + 1 

i + I>i+I>i+_L, 



f, 1 V f, 1 

> i+— > i+ — 

, x J I n + 1 



Si jc — > -go, il est evident que n — ho. Calculons la limite des variables entre 

( i y 

lesquelles est comprise l'expression I 1 + — I 



( i ( i y ( n ( iv ( n 

lim 1 + — = lim 1 + — 1 + — = lim 1 + — • lim 1 + — = e ■ 1 = e , 

«->+ col n 1 «->+ool ii j n ) «->+ool n ) n ->+ ool n 



lim 1 H = lim 

n — >+col u + 1 n — >+co 



done (d'apres le theoreme 4 § 5) 



lim 1 + 

n->+col n + 1 



lim 1 + 

H->+GO /J + 1 



e 

= Y = e ’ 



lim 1 + — = e 

X— >+col X j 



2) Soit x — >go. Introduisons une nouvelle variable t = -( x + 1) ou x = -( t + 1 ) 
.Quand t — >+oo, on a x — »-co. 

On peut ecrire 

limfior- ta ri-j-r , . Um f_L.r , , ltal f'±ir . 

x) <->+y t+ij (->+«) y + i j /->+Y t ) 

lim ( i + -T +1 = lim ( 1 + -Tf i-n-1 = e-i = e . 

t >+ool t J t->-K ol (I I t J 
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Remarque. La fonction exponentielle de base e, 

y = e\ 

joue un role particulierement important dans la suite du cours de 
mathematiques. Cette fonction est dune grande importance lors de l'etude de 
divers phenomenes en mecanique (theorie des oscillations), en electrotechnique 
et en radiotechnique, en radiochimie, etc. Les graphiques de la fonction 
exponentielle y = e et de la fonction exponentielle y = e 1 sont representes sur 
la fig. 46. 



§ 8. Logarithmes neperiens 

Nous avons defini au § 8 du chapitre 1 la 
fonction logarithmique y= log„ x. Le 
nombre a est appele base du logarithme. Si 
a = 10, v est appele le logarithme decimal 
du nombre x que 1' on designe par la 
notation y = log x. On connait les tables 
des logarithmes decimaux depuis le cours 
de l'enseignement secondaire ; ces tables 
sont appelees tables de Briggs, du nom du 
savant anglais Briggs (1556-1630). 

Fig. 46 

On appelle logarithmes naturels ou logarithmes neperiens les logarithmes dont 
la base est le nombre e = 2,71828. . ., du nom de l'un des premiers inventeurs 
des tables de logarithmes, le mathematicien Neper (1550-1617). Done, si e v = x, 
y est dit le logarithme naturel du nombre x. On ecrit alors y = Log x au lieu de y 
= log e x. Les graphiques des fonctions y = Log x et y = log x sont donnes sur la 
figure 47. 

Etablissons maintenant la relation qui existe entre les logarithmes decimaux et 
naturels d'un meme nombre x. Soit y = log x ou x = 1 O' . Prenons le logarithme 
de base e des deux membres de cette demiere egalite. 

Nous trouvons Log x = v Log 10, d'ou v = — - — Log x. En remplaqant v par 

Log 10 

sa valeur on a log x = — - — Log x, 

Log 10 
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Ainsi, si l'on connait le logarithme naturel du nombre x, on obtient son 
logarithme decimal en multipliant le logarithme naturel 




Fig. 47 

de x par le facteur M = — - — a 0,434294 qui est independant du nombre x. Le 
Log 10 

nombre M est appele module de transition des logarithmes naturels aux 
logarithmes decimaux log x = M Log x. 

En posant dans cette egalite x = e on trouve la valeur du nombre M exprimee a 
l'aide des logarithmes decimaux 



loge = M(Loge= 1). 



Les logarithmes naturels s' expriment a l'aide des logarithmes decimaux par la 
formule 

Log x = — log x 
M 

ou 

— * 2,302585. 

M 

Remarque. Pour calculer les logarithmes naturels des nombres il existe des 
tables speciales (par exemple, cf. I. Bronstein et K. Semendiaiev, Aide-memoire 
de mathematiques, Phyzmathguiz, 1967) . 



§ 9. Continuite des fonctions 



Soit v =/ (x) une fonction definie pour la valeur x 0 et dans un certain voisinage 
de centre x 0 . Soit y 0 =/ (x 0 ). 

Si on donne a la variable x un accroissement Ax positif ou negatif (cela n’a 
d'ailleurs aucune importance), elle devient x 0 + Ax, et la fonction y subit 
egalement un accroissement Ay. La nouvelle valeur de la fonction esty 0 + Ay =/ 
(x 0 + Ax) (fig. 48). L'accroissement de la fonction est donne par la formule 
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A y =/(x 0 + Ax) -/(x 0 ). 



Definition l.La fonction y = f (x) est dite continue pour la valeur x = x 0 
(ou au point x c ) si elle est definie dans un certain voisinage du point x 0 (et 

egalement au point x 0 ) et si 

Hi u ^ 0 ** lim Av=0 (1) 

1 1 Ai->° ' 

Ay ou, ce qui revient au meme, 

i/v lim[/(x 0 +Ax)-/(x 0 )] = 0.(2) 

/ Ax— >0 

/ La condition de continuite (2) peut 

/ aussi s’ecrire 

' lim /(x 0 + Ax) = /(x 0 ) 

. Ax-»0 




lim /(x) = /(x 0 ) (3) 



Fig. 48 



x 0 = lim x 



Par consequent, l’egalite (9) peut s'ecrire 

lim /(x) = / (limx) ), (4) 



autrement dit, pour trouver la limite d'une fonction continue quand x — > x 0 , il 
suffit de remplacer dans l'expression de la fonction l'argument x par sa valeur x 0 . 
Geometriquement la continuite d'une fonction en un point donne signifie que la 
difference des ordonnees du graphique de la fonction v =f (x) aux points x 0 + Ax 
et x 0 est arbitrairement petite en valeur absolue des que | Ax | est suffisamment 
petit. 

Exemple 1 . Prouvons que la fonction y = x 2 est continue en tout point x 0 . En 
effet, 

v o = *o > v 0 + A y = (x 0 + Ax) 2 
Ay = (x 0 + Ax) 2 — Xq = 2x 0 Ax + Ax 2 
lim A y— lim (2x n Ax + Ax 2 ) = 2x 0 lim Ax+ lim Ax- lim Ax = 0 

Ax-»0 Ax— >0 Ax->0 Ax— >0 Ax— >0 

independamment de la maniere dont Ax tend vers zero (v. fig. 49, a, b). 
Exemple 2. Montrons que la fonction y = sin x est continue en tout point x 0 . 
En effet, 

y 0 = sin x 0 , y Q + Av = sin (x c + Ax), 

. • , . , . . Ax ( Ax^l 

Av =sin (x 0 + Ax) - sin x 0 =2 sin cos x 0 4 . 
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At 

Nous avons demontre que lim sin — = 0 (exemple 7 § 5). La fonction 

Ay — >0 2 



cos x n 4 est bomee. Done, 

2 



lim Ay = 0 . 

Ax-»0 

De faqon analogue on pourrait, en considerant separement chaque fonction 
elementaire, demontrer que chaque fonction elementaire principale est continue 
en chaque point, ou elle est definie. 

Demontrons enfin le theoreme suivant. 




Fig. 49 

Theoreme 1. Si les fonctions f\ (x) et f 2 (x) sont continues au point x 0 , la 
somme i|/ (x) =f (x) 4 -f> (x) est aussi une fonction continue au point x 0 . 
Demonstration. Comme f (x) et f 2 (x) sont continues, nous pouvons ecrire 
en vertu de l'egalite (3) 

lim /, (x) = f x (x 0 ) , lim f 2 (x) = f 2 (x 0 ) 

x— >x 0 x— >x 0 

En vertu du theoreme 1 sur les limites nous avons 

lim \|/(x) = lim[/j(x)4- / 2 (x)]= lim ffx) + lim / 2 (x) = 

x— >x 0 x-»x 0 x— >x 0 x— >x 0 

= /i(*o) + /2(*o) = V(*o) 

Ainsi la somme v|/ (x) =f (x) +f 2 (x) est une fonction continue. Le theoreme est 
demontre. 

Notons la consequence immediate que le theoreme. est valable pour tout 
nombre fini de termes. 



En nous basant sur les proprietes des limites nous pouvons demontrer 
egalement les theoremes suivants 

a) Le produit de deux fonctions continues est une fonction continue. 

b) Le quotient de deux f onctions continues est une fonction continue si au point 
considere le denominateur ne s'annule pas. 
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c) Si u = <p (x) est continue pour x = x m et / ( u ) est continue au point u 0 = tp 
(x 0 ), alors la fonction composee /[( p (x)] est continue au point x 0 . 

Ces theoremes nous pennettent de demontrer le theoreme suivant. 

The ore me 2. Toute fonction elementaire est continue en chaque point oil 
elle est definie ). 

Exemple 3 . La fonction v = x 2 est continue en tout point x 0 et par suite 
\imx 2 =xl, limx 2 =3 2 =9 

x— >x 0 x — >3 

Exemple 4. La fonction y = sin x est continue en tout point et par suite 

r . n yfl 

lim sin x = sin — = 

x->* 4 2 

4 

Exemple 5 . La fonction y = e x est continue en tout point et par suite 

lim e x = e a 

x—>a 

Exemple 6. lim (l + x ) _ L 0 g ^ + = \[ m L 0 g 

x->0 x x^O x x— >0 




1 

or lim Log (1 + x) x = e ; la fonction Log z est continue pour z > 0 et, par 

x— >0 

consequent, pour z = e, on a 

1 1 r 1 " 

lim Log (1 + x) x - Log lim (1 + x) x = Log e = 1 . 

x— >x 0 x— >x 0 

Definition 2. Une fonction y =f (pc) continue en tout point de l'intervalle (a, 
b ), ou a < b, est dite continue dans cet inten’alle. 

Si la fonction est definie pour x = a et si lim f (x) = f(a) , on dit que la 

X— ><3+0 

fonction/ (pc) est continue a droite au point x = a. Si lim /(pc) = f(b) , on dit 

x— >6-0 

qu'elle est continue a gauche au point x=b. 

Si la fonction/ (pc) est continue en chaque point de l'intervalle (a, b) ainsi qu'aux 
extremites de cet intervalle, on dit que la fonction / (pc) est continue dans 
l'intervalle ferme ou sur le segment [a, b\. 

Exemple 7. La fonction y = x 2 est continue dans tout intervalle ferme [a, 6], 
ce qui decoule directement de l'exemple 1 . 

Cette question est traitee en detail dans l'ouvrage de G. Fikhtengoltz 
« Fondements de l’analyse mathematique » 1. 1, Phyzmathguiz, 1968. 
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Si l'une des conditions qu'exige la continuite n'est pas remplie, c'est-a-dire 
que la fonction/ (/) n'est pas definie au point x=x 0 soit que la limite lim / (x) 

X — >Xq 

n'existe pas en ce point, soit encore que lim /(pc) * / (pc 0 ) quand x tend 

arbitrairement vers x 0 quoique les expressions a gauche et a droite de l'inegalite 
existent, la fonction y =/ (pc) est dite discontinue au point x = x 0 . Dans ce cas le 
point x =x 0 est dit point de discontinuite de la fonction. 

Exemple 8. La fonction v = — est discontinue au point x = 0. En effet, pour 

x 

x = 0, la fonction n'est pas definie : 

lim — = +oo ; lim — = -oo 
.y— >0+0 X x— >0-0 X 

On voit aisement que cette fonction est continue pour toute valeur de x +0. 




Fig. 50 Fig. 51 

l 

Exemple 9. La fonction y =2 X est discontinue au point x = 0. En effet, 

l l 

lim 2 * = co , lim 2 X = 0 . Pour x = 0 la fonction n'est pas definie (fig. 50). 

x— >0+0 x— >0-0 

X X 

Exemple 10. Considerons la fonction / (x) =-. — - . Pour x < 0, - — -= - 1 ; 

| x | | x | 

X 

pourx>0, r— r =l.Donc, 

I x 

lim f(x)= lim 7— r = -l ; lim f{x)= lim -^- = 1; 

x— >0-0 x— >0-0 x x— >0+0 x— >0+0 x 

pour jc = 0 la fonction n'est pas definie. Ainsi, nous avons prouve que la 

X 

fonction f (x)= - — r est discontinue au point x = 0 (fig. 51). 

U 
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Exemple 11. La fonction y = sin — , etudiee dans l'exemple 4 § 3, est 

x 

discontinue pour x = 0. 

Definition 3. Si la fonction / (x) est telle que les limites 
lim / (x) = / (x 0 + 0) et lim / (x) = / (x 0 - 0) existent et sont finies mais 

x— >x 0 +0 x — — 0 

que lim / (x) lim / (x) ou que la valeur de la fonction / (x) n'est pas 

x— »;t 0 +0 x — -0 

determinee au point x = x 0 , le point x = x 0 est appele point de discontinuity de 
premiere espece. (Par exemple, le point x = 0 est un point de discontinuity de 
premiere espece pour la fonction de l'exemple 10.) 

§ 10. Proprietes des fonctions continues 



Dans ce paragraphe nous exposerons certaines proprietes des fonctions 
continues sur un segment. Ces proprietes seront enoncees sous forme de 
theoremes sans demonstration. 

Theoreme 1 . Si la fonction y =f (x) est continue sur un segment [a, b\ (a < x 



< b ), alors il existe au moins un point x 




= X\ tel que la valeur de la fonction en 
ce point satisfait a Vinegalite 
f(x,)>f(x) , 

ou x est un autre point quelconque de 
ce segment ; de meme, il existe au 
moins un point X 2 tel que la valeur de 
la fonction en ce point satisfait a 
Vinegalite 

/fe) </(x) , 



Fig. 52 

Nous appellerons / (x,) la plus grande valeur de la fonction y = f (x) sur le 
segment [a, b] et / (x 2 ) la plus petite valeur de la fonction/ (x) sur ce segment. 
On peut alors enoncer ce theoreme comme suit : 

Toute fonction continue sur le segment a < x < b atteint au moins une fois sur ce 
segment s a plus grande valeur M et sa plus petite valeur m. 

La signification de ce theoreme est clairement illustree par la figure 52. 
Remarque. Le theoreme enonce n'est plus vrai si la fonction est donnee dans 
un intervalle ouvert. Ainsi, par exemple, pour la fonction y = x, donnee dans 
l'intervalle 0 < x < 1 , il n existe pas de plus grande ou de plus petite valeur. En 
effet, il n'existe pas de plus grande et de plus petite valeur pour la variable x 
dans cet intervalle. (Il n'existe pas de point le plus a gauche, car quel que soit le 
point x* choisi on peut toujours indiquer un point plus a gauche, par exemple le 



JC 

point — . De meme, il n'existe pas de point le plus a droite, et c'est 

pourquoi il ne peut exister ni de plus grande ni de plus petite valeur pour la 
fonction y = x.) 



Theoreme 2. Si la fonction y = f (x) est continue sur le segment [a, b\ et si 
ses valeurs aux extremites de ce segment sont de signes contraires, il existe 
alors au moins un point x = c entre les points a et b tel que la fonction s'annule 
en ce point: 

/(c) = 0, a<c <b. 

L'interpretation geometrique de ce theoreme est tres simple. Le graphique de la 
fonction continue y =/ (x), joignant les points M 0 [a,f (a)] et M 2 [b,f ( b )] ou / 
(a) < 0 etf(b) > 0 (ou /(a) > 0 et/ ( b ) < 0), coupe l'axe Ox au moins en un point 
(fig. 53). 
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Fig. 54 



Exemple. Soit la fonction y = x 3 - 2, y^= 1 = - 1 , y ^2 = 6. 

Cette fonction est continue sur le segment [1, 2], Done, il existe au moins un 
point de ce segment ou la fonction y = x 3 - 2 s'annule. En effet, y = 0 

(fig. 54). 

Theoreme 3. Soity =/ (x) une fonction definie et continue sur le segment [a, 
b\ Si les valeurs de cette fonction aux extremites de ce segment ne sont pas 
egales f (a) = A, f ( b ) = B , alors quel que soit le nombre p compris entre les 
nombres A et B. on peut trouver un point x = c compris entre a et b tel que f (c) 

= p. 

Le sens de ce theoreme est clairement illustre par la figure 55. Dans ce cas, 
toute droite y = p coupe le graphique de la fonction y =/ (x). 
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Remarque. Notons que le theoreme 2 n'est qu'un cas particular de ce 
theoreme, car si A et B sont de signes differents on peut prendre p = 0, puisque 
0 est compris entre A et B. 

Corollaire du theoreme 3. Si la fonction y =f (x) est continue dans un 
intervalle et si elle atteint sa plus grande et sa plus petite valeur, alors elle 
prend au moins unefois toute valeur intermediaire comprise entre la plus petite 
et la plus grande valeur. 




Fig. 55 Fig. 56 

En effet, soit / (x,) = M,f (x 2 ) = m. Considerons le segment [xi, x 2 ], D'apres le 
theoreme 3, la fonction y — / (x) prend dans cet intervalle toute valeur N, 
comprise entre M et m. Mais le segment [xj, x 2 ] se trouve a l'interieur de 
l'intervalle considere ou est definie la fonction / (x) (fig. 56). 

§11. Comparaison des infiniment petits 

Soient 

a, P, y , . . . 

plusieurs infiniment petits dependant d'une mane variable x et tendant vers zero 
lorsque x tend vers une limite a ou vers l'infini. On caracterisera la loi d'apres 
laquelle ces variables tendent vers zero par le comportement de leurs rapports 
*)• 

Par la suite nous nous servirons des definitions suivantes: 

oc 

Definition l.Sile rapport — a une limite finie et differente de zero, c'est- 

Ot CL 1 

a-dire si lim — = A ^ 0, et, par consequent, lim — = — ^0, alors les 

infiniment petits a et p sont dits infiniment petits du meme ordre. 

Exemple 1. Soit a = x, P = sin 2x, ou x — » 0. Les infiniment petits a et P 
sont du meme ordre, car 



Nous supposerons que l'infiniment petit figurant au denominates ne s'annule 
pas dans le voisinage du point a. 
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lim lim sin 2 * =2 

x->o a x->o x 

Exemple 2. Les infiniment petits x, sin 3x, tg 2x, 7 Log ( 1 + x) sont tous du 
meme ordre pour x — > 0. La demonstration est identique a celle que nous avons 
donnee pour l'exemple 1 . 

OC 

Definition 2. Si le rapport de deux infiniment petits — tend vers zero, 
oc oc 

c'est-a-dire si lim — = 0 (et, par consequent, lim — = <x>), alors l'infiniment 

petit p est dit infiniment petit d'ordre superieur par rapport a a et l'infiniment 
petit a est dit infiniment petit d'ordre inferieur par rapport a p. 

Exemple 3 . Soit a = x, p = x", n > 1 pour x — » 0. L'infiniment petit p est un 

x n 

infiniment petit d'ordre superieur par rapport a a, car lim 1 — = lim x" -1 = 0 . 

x ->0 x x — >0 

Inversement, l'infiniment petit a est un infiniment petit d'ordre inferieur par 
rapport a p. 

Definition 3. L'infiniment petit p est dit infiniment petit d'ordre k par 
rapport a l'infiniment petit a si P et a k sont du meme ordre, c'est-a-dire si 

lim = A * 0 . 

Exemple 4. Si a = x, P = x 3 , alors P est un infiniment petit du troisieme 
ordre par rapport a a quand x — » 0, car 

lim -4- = lim = 1 . 

a 3 x ->0 

Definition 4. Si le rapport de deux infiniment petits — tend vers l'unite, 

a 

c'est-a-dire si lim — = 1, les infiniment petits P et a sont dits equivalents et Ton 
a 

ecrit a « p. 

Exemple 5. Soit a = x et p = sin x, avec x — > 0. Les infiniment petits a et P 
sont equivalents, car 

, . sin x , 
lim = 1 



Exemple 6. Soit a = x, p = Log (1 + x) pour x — > 0. Les infiniment petits a 
et P sont equivalents, car 

hm LOg( ' +X) =l 



X 
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(voir exemple 6 § 9) 

Theoreme l.S/ae/p sont des inf iniment petits equivalents, la difference a 
- (3 est un infiniment petit d'ordre superieur par rapport a chacun d'entre eux. 



Demonstration. En effet, 



= lim 1 - — = 1 - lim - = 1-1 = 0. 



Theoreme 2. Si la difference de deux infiniment petits a - P est un 
infiniment petit d'ordre superieur par rapport a a et a P, alors a et P sont 
equivalents. 

Demonstration. 



“-P 



Soit lim 



= 0 , alors lim 1 =0 ou 1 - lim — = 0, oil encore 1 = lim 



P , . 

— , c est-a-dire a * p. 
a 



Si lim 0 ^ 



P _ 



= 0 , alors lim 1 1 = 0, lim — = 1 , c'est-a-dire a « p 



Exemple 7. Soit a = x, p = x + x 3 , ou x — > 0. Les infiniment petits a et p sont 
equivalents, car leur difference P - a = X s est un infiniment petit d'ordre 
superieur par rapport a a et a p. En effet, 

lim — — — = lim — = lim x 2 = 0 , 
x^o a >o x x—>o 

lim Pjl^. = lim = lim _L_ = 0 . 

P x ~> a x + x 2 x ~ >0 1 + x 2 

x + \ 1 

2 Exemple 8. Pour x — >co les infiniment petits a = — — et P = — sont 

x x 

equivalents, car leur difference a - P = X+ ^ - — = — — est infiniment petit 



d'ordre superieur par rapport a a et a p. La limite du rapport — est egale a 1 



lim— = lim = lim — = limf 1 + - j = 1 . 

P *->00 1 *->co X x->0O^ X ) 



X 
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Remarque. Si le rapport de deux infiniment petits — n'a pas de limite et 

a 

ne tend pas vers l'infini, p et a ne sont pas comparables au sens indique. 

Exemple 9. Soit a=x, p = x sin — , ou x— > 0. Les infiniment petits 

x 

a et p ne sont pas comparables, car le rapport — =sin — ne tend ni vers 

a x 

une limite finie ni vers l'infini lorsque x — » 0 (voir exemple 4 § 3). 

Exercices 

Calculer les limites suivantes 



, x“ +2x + 5 

1. lim . Rep. 4. 

x 2 +1 

2. lim [ 2 sin x - cos x + ctg x] 



3. lim X - . Rep. 0. 

x ~> 2 -Jl + x 



4. limf 2- — + -^-| . Rep. 2. 

x x ~ J 

X + 1 

6. lim . Rep. 1. 

x — ^co X 

7. lim ' +2+ ;-- + ,? . Rep. ' 

n —> 00 yi ^ 2 



5. lim 



. 4x 3 -2x 2 +1 



x_>co 3x +1 

1 2 . ^2 . o2 . . 2 

1 +2 +3 +... + n 
lim 

n —> co jj 



Note. Ecrivons la formule (k+ 1) -k =3 k + 3k + 1 pour k = 0, 1, 2, ..., n. 

i 3 = i 

2 3 — 1 3 =3 . I 2 + 3 . 1 + 1 
3 3 - 2 3 =3 ,2 2 + 3 2 + 1 



(n + l) 3 - « 3 = 3 n 1 + 3n + 1. 

En additionnant membre a membre ces identites on : 

(n + l) 3 = 3 (l 2 + 2 2 + ... + n 2 ) + 3(1 + 2 + . . . +n) + (n+ 1), 

(n + l) 3 = 3 (l 2 + 2 2 +...+ n 1 ) + 3 + (n + 1). 



I 2 + 2 2 + ... + n 2 = 3^--^-+ (n + 1). 

2 



d’ou 



^ | cn 
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9. 

10 . 
11 . 
12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 

25. 

26. 

28. 

29. 

30. 

31. 

32. 



x + x-l 

lim . Rep. co. 

*->°° 2x + 5 

lim 3 * 2 - 2 *-! , Rep, Q, 

*->°° x 3 +4 

.. 4x 3 -2x 2 +x „ , 1 

lim . Rep — 

r - >0 3x‘+2x 2 

x 2 -4 

lim . Rep. 4. 

x— >2 X — 2 

lim— . Rep. 3. 

x-*i x -l 

x 2 -5x + 6 „ , 1 

lim — . Rep. — 

x ^> 2 x 2 -12x + 20 8 



.. x~ + 3x-10 
lim 

3x 2 -5x-2 



um ? 3+ y +2 r 

y->-2 y 2 — y — 6 



. Rep. 1. 



. _ . . u 3 + 4u 2 + 4u „ , „ 

17. lim . Rep. 0. 

w — >-2 ( m -2)( m -3) 

18. lim <v / ' ): ,Re P .3.v. 

h 



19. lim 



*->l| 1-X 1 - ; 



. Rep. -1. 



« i 

x — 1 

20. lim 1 . Rep. n (n est un 

*-»i x - 1 

entier positif). 

o, r Vl + *-l 1 

2 1 . lim . Rep — . 

jc— > o x 2 

„ V2x + l-3 2-\/2 

22. lim = — . Rep. 

x -> 4 y[x— 2 - V2 3 



23. lim 



Vx 2 +P 2 -P q 

lim . Rep. — 

,x->0 / 2 , 2 n 

a/x + /? -9 7 



24. lim 2^ — - . Rep. — 
Jx-l 3 



mf— m[— tnf~ 

yjx-yja yja 

lim . Rep. 

x - a ma 



.. yl + x + x — 1 _ , 1 

lim . Rep. — 

*->o x 2 



27. lim * = . Rep. 1. 

^ +a 3 Vx 3 + 1 



lim — . Rep. 1 quand x — >+co, -1 quand x — >-oo. 

.r->+oo x + 1 

lim (Vx 2 +1 - Vx 2 -1) . Rep. 0. 

X— »+CO 

lim x(Vx 2 +1 - x) . Rep. — quand x— »+co, - co quand x— » - co. 

X->CO 2 



lim .Rep. 1. 
tg x 

, . sin 4x , A 
lim . Rep. 4. 

x->0 x 



33. lim 



■ 2 X 

sm — , 

-^ •Rep. ^ 



34. lim r . Rep. V2 

x ^ +0 VI- cos x 
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59. Trouver les points de discontinuity de la fonction y = 1 + 2* et tracer le 
graphique de cette fonction. Rep. Points de discontinuity pour x = 0 (v— >+co 
pour x-»0+0, v— >1 pour x->0 - 0). 

60. Parmi les infiniment petits suivants (quand x— > 0) x 2 , tJx(x + 1) , sin hx, 2x 

cos x , xe 2x trouver les infiniment petits du meme ordre que x ainsi 

que les infiniment petits d'ordre superieur et d'ordre inferieur a x. Rep. Les 
infiniment petits du meme ordre sont sin 3x et xe lx ; les infiniment petits 

d'ordre superieur sont x 2 et 2x cos x \jtg 2 x , l'infiniment petit d'ordre 

inferieuir est Jx(x + 1) . 

61. Parmi les infiniment petits suivants (quand x— > 0) trouver ceux qui sont du 
meme ordre que x : 2 sin x, ^ tg 2x, x - 3x 2 , V 2.x 2 +x 3 , Log ( 1 + x), 

x 3 +3x 4 . Rep. tg 2x, x - 3x 2 , Log (1 + x). 

62. Verifier que les infiniment petits 1 — jc et 1 - \fx sont du meme ordre quand 

1 - x 

x — >1. Sont-ils equivalents ? Rep. lim — = 3, done ces infiniment 

Ar “ >1 \-\x 

petits sont du meme ordre mais ne sont pas equivalents. 
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Chapitre III 

DERIVEE ET DIFFERENTIELLE 



§ 1. Vitesse d'un mouvement 

Considerons le mouvement rectiligne d'un corps solide, par exemple, celui 
d'une pierre lancee verticalement vers le haut ou celui du piston dans le cylindre 
, du moteur. Faisant abstraction de la forme et des dimensions de ce 

I m corps, nous le representerons par un point materiel mobile M. 

A s | » La distance s parcourue par ce point materiel calculee a partir 

f d'une certaine position initiale M 0 depend du temps t, c'est-a-dire 
-s est une fonction du temps : 

? S=m . (1) 

Supposons qu'a l'instant t le point mobile M se trouvait a la 

distances de la position initiale M a , et qu'a l'instant t + At le point 

se trouve a la position M u a la distance s + As de la position initiale (fig. 57). 

Ainsi, pendant l'intervalle de temps A t la distance sa varie de As. Dans ce cas, 

on dit que la grandeur s a repu un accroissement As, pendant l'intervalle de 

temps At. 

/\,C 

Considerons le rapport — ; il nous donne la vitesse moyenne du mouvement 
At 

du point pendant l'intervalle de temps At : 



Vmoy At ' (2) 

La vitesse moyenne n'est pas toujours en mesure de caracteriser exactement la 
vitesse du mouvement dun point M a l'instant t. Si, par exemple, le mouvement 
est tel que la vitesse du mobile, tres grande tout d'abord, devient tres petite 
ensuite,il est evident que la vitesse moyenne ne peut exprimer de telles 
particularites du mouvement et nous dormer une idee juste de la veritable 
vitesse du mouvement a l'instant t. Pour exprimer, d'une maniere plus precise, la 
veritable vitesse a l'aide de la vitesse moyenne, il faudrait choisir un intervalle 
de temps At plus petit. La limite vers laquelle tend la vitesse moyenne, quand At 
— > 0, caracterise au mieux la vitesse du mouvement du mobile a l'instant t. Cette 
limite est appelee la vitesse instantanee du mouvement: 



Ici et par la suite, nous designerons la variable et les valeurs concretes qu’elle 
est susceptible de prendre par une meme lettre. 
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v = lim — • (3) 

A(->0 At 

Ainsi, on appelle vitesse instantanee du mouvement la limite du rapport de 
l'accroissement du chemin parcouru A.? a l'accroissement du temps At, quand 
l'accroissement du temps tend vers zero. 

Ecrivons l'egalite (3) sous une forme plus explicite. Comme 

As =f(t + At) -f (t), 

nous avons: 



v= lim 

Af— >0 



At 



( 3 ’) 



Cette formule donne la vitesse d'un mouvement non uniforme. Nous voyons 
done que la notion de vitesse d'un mouvement non uniforme est intimement liee 
a la notion de limite. Seule la notioi. de limite permet de definir la vitesse d'un 
mouvement non uniforme. 



On voit, de la formule (3'), que v ne depend pas de l'accroissement du temps At, 
mais depend de t et de la fonction/ (/). 



Exemple. Trouver la vitesse d'un mouvement uniformement accelere a un 
instant quelconque t et a l'instant t = 2 s, si la loi du mouvement est : 

S o 1 u t i o n . A l'instant t nous avons s = — et 2 , a l'instant t+At nous aurons : 

2 

s + As = ^ g(t + At) 2 = ^ g(t 2 + 2tAt + At 2 ) 



Calculons A.? : 



As = ^g(t 2 + 2tAt + At 2 ) - -^gt 2 = gtAt + ^gAt 2 



Formons le rapport — : 
At 



As S^t+ gAt 2 , 

— = = gt + -gAt 

At At 2 



nous avons par definition: 



^ , I 

v= lim T7 = lim (S t + ~ 8&t) = S ( 

A(->0 A/— >0 ^ 



Ainsi, la vitesse a un instant quelconque t est egale a v = gt. Quand t = 2, 
nous avons (v ),=2 = g *2 = 9,8 *2 = 19,6 m/s. 




§ 2. Definition de la derivee 
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y =f(x) (i) 

une fonction definie dans un certain intervalle. Pour chaque valeur de la 
variable x de cet intervalle la fonction v =/ (x) admet une valeur bien definie. 
Supposons que l'on donne a la variable x un accroissement Ax (positif ou 
negatif, cela n'a d'ailleurs aucune importance). La fonction y repoit alors un 
accroissement A y. Ainsi, pour les valeurs x et x + Ax de la variable nous avons 
respectivement y =f (x) et y + A y =/ (x + Ax). 

Calculons l'accroissement Ay de la fonction y : 

A y =f(x + Ax) -fix). (2) 



Formons le rapport de l'accroissement de la fonction a l'accroissement de la 
variable independante 

A y _ f(x + Ax) - / (x) 

Ax Ax 

Calculons la limite de ce rapport quand Ax tend vers zero. Si cette limite existe, 
elle est appelee la d e r i v e e de la fonction/ (x) et on la designe par la notation 
/(x). Ainsi, par definition, 

f (x) - lim — 

Ax ->0 Ax 



/'(*)- lim 

Ax^O 



/(x + Ax)-/(x) 



Done, on appelle derivee de la fonction y = f (x) par rapport a x la limite vers 
laquelle tend le rapport de l'accroissement de la fonction a l'accroissement de la 
variable independante quand ce dernier tend vers zero. 

Remarquons qu'en general pour chaque valeur de x la derivee / (x) a une valeur 
determinee, e'est-a-dire que la derivee est egalement une fonction de x. 

On emploie egalement les notations suivantes pour designer la derivee 

, , dy 

y,y x ,~T- 

clx 

On designe la valeur concrete de la derivee pour x = a par la notation / (a) ou 



L'operation que necessite la recherche de la derivee dune fonction / (x) est 
appelee la derivation de cette fonction. 



Exemple 1 . Soit la fonction y = x 2 . Calculer sa derivee y 1 
1) en un point quelconque x, 
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2) aupointx = 3. 



Solution. 1) Quand la valeur de la variable independante est egale a x, nous 
avons y = x 2 . Quand la valeur de la variable independante est egale a x + Ax, 
nous avons y + Ay = (x + Ax) 2 . Calculons l'accroissement de la fonction : 

Ay = (x + Ax) 2 - x 2 = 2xAx + (Ax) 2 . 

Av 

Formons le rapport ’ : 



Ay 2xAx + (Ax) 2 



= 2x + Ax 



Ax Ax 

En passant a la limite on trouve la derivee de la fonction 
, Av 

y - lim — — = lim (2x + Ax) = 2x 

Ax->0 Ax Aa — >o 

Ainsi, la derivee de la fonction y = x 2 en un point arbitraire x est egale ay' = 2x. 



2) Pour x = 3 nous avons: 



/ |x=3 = 2*3=6. 



Exemple 2. — ;calculery'. 
x 

S o 1 u t i o n . En suivant la v oie indiquee dans l'exemple precedent nous avons: 

1 . 1 

y =— ; y + Ay = — ; 

x x + Ax 

^ 1 1 x-x-Ax Ax 

x + Ax x x(x + Ax x(x + Ax 

Ay _ 1 

Ax x(x + Ax) 

, Av _ r i i i 

y - lim — - lim - — — = r . 

Ax— >0 Ax Ax— >0 x(x + Ax) X 2 



Remarque. Nous avons etabli au paragraphe precedent que si le lien 
fonctionnel entre le chemin s parcouru par un point materiel mobile et le temps t 
est donne par la formule s =/ (/), la vitesse v a un instant arbitraire t s'exprime 
par la formule 

_ At _ f(t + At)-f(t) 
v - lim — - lim • 

A?->0 As At->0 At 



v = s\ =f\t). 
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c'est-a-dire que la vitesse est egale a la derivee par rapport au temps t du 
chemin parcouru. 



§ 3. Interpretation geometrique de la derivee 

Nous avons ete amends a la notion de derivee en etudiant la vitesse d'un corps 
mobile (d'un point), c'est-a-dire en partant de considerations mecaniques. Nous 
allons a present donner une interpretation geometrique de la derivee, non moins 
importante. 

M 0 M*y 

,4 Ax 

/ mil 

0 x x+Ax 1 
Fig. 58 Fig. 59 

Pour cela il nous faut avant tout definir la tangente a une courbe en un point 
donne. Etant donnee une courbe, soit M 0 un point fixe de cette courbe. Prenons 
sur cette courbe un autre point M u et menons la secante M 0 M \ , (fig. 58). Quand 
le point Mi s'approche indefiniment du point M 0 en restant sur la courbe, la 
secante occupe differentes positions M 0 M\, M 0 M” U etc. 

Si, quand le point M\ en restant sur la courbe s'approche indefiniment du point 
M 0 de n'importe quel cote, la secante tend a occuper une position limite definie 
par la droite M 0 T, cette droite est appelee la tangente a la courbe au point M 0 . 
(Nous allons preciser plus loin ce que nous entendons par l'expression « tend a 
occuper ».) 

Considerons la fonction / (x) et la courbe qui lui correspond dans un systeme de 
coordonnees cartesiennes (fig. 59) 

y =f(x) ■ 

Pour une valeur x donnee, la fonction a pour valeur y = f (x). Aux valeurs x et y 
correspond un point M 0 (x, y ) sur la courbe. Donnons a la variable x un 
accroissement Ax. A la nouvelle valeur x + Ax de la variable independante 

Quand nous disons « derivee par rapport a x » ou « derivee par rapport au 
temps t », etc., nous sous-entendons que pendant le calcul de la derivee la 
variable independante est respectivement x ou t, etc. 
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correspond une nouvelle valeur de la fonction : y + Ay =/ (x + Ax). Le point 
correspondent de la courbe sera M\ (x + Ax, y + Ay). Menons la secante MJvd\ et 
designons par cp Tangle forme par cette secante avec l'axe des x positifs. 
Ay 

Formons le rapport — . On a d'apres la figure 59: 

Ay 




( 1 ) 



Si maintenant Ax tend vers zero, le point M\ se deplace le long de la courbe en 
se rapprochant indefiniment de M 0 . La secante M$M\ pivote autour du point M 0 
et Tangle cp varie avec Ax. Si pour Ax — >0 Tangle (p tend vers une limite a, la 
droite passant par le point M 0 et formant un angle a 
avec l'axe des x positifs sera la tangente cherchee. On 
calcule facilement le coefficient angulaire de cette 
tangente: 

Ay 

tg a = lim tg a = lim — = / (x). 

Ax— >0 Ax— >0 AX 

Par consequent, 
f(x) = tg a, (2) 

c'est-a-dire que la valeur de la derivee f (x) Fig. 60 

pour la valeur donnee de la variable x est egale a la tangente de I'angle forme 
par l'axe des x positifs et la tangente a la courbe representative de la fonction y 
= f (x) au point correspondant M 0 (x, y). 




Exemple. Trouver la tangente de Tangle forme par la tangente a la courbe y 
= x 2 aux points M x , M 2 ( -1, 1 ) (fig. 60). 

Solution. Nous avons d'apres l'exemple 1 du § 2 y' = 2x. Par consequent, 
tg ai=y 1 x= ./ 2 = 1 ; tg a,vV.f-2 



§ 4. Fonctions derivables 

D e f i n i t i o n. Si la fonction 

y =f(x) (i) 

a une derivee au point x = x D , c'est-a-dire si la limite 

Ay /(x 0 +Ax)-/(x 0 ) 

lim — = lim 

A.X — >0 Ax Ai->0 Ax 



( 2 ) 



existe, on dira que la fonction est derivable pour la valeur x = x 0 ou, ce qui 
revient au meme, qu'elle a une derivee en ce point. 




Si la fonction a une derivee en chaque point d’un segment [a, b] ou d'un 
intervalle (a, b), on dit qu'elle est derivable sur ce segment [a, b] ou 
respectivement dans cet intervalle (a, b). 

Tlieoreme. Si la fonction y = f (x) est derivable au point x = x D , elle est 
continue en ce point. 



En effet, si 



lim o)> 

Ax— >0 Ax 



j ^ = f'(x 0 )+y, 

,/ ou y est une grandeur qui tend vers zero quand Ax— > 0. 

Y Or, 

/ , 4 Ay =f (x 0 ) Ax + y Ax; 

0 1 Z x d'ou il decoule que A y—> 0 quand Ax — > 0, ce qui 

exprime Fig. 61 que la fonction / (x) est continue au point x 0 
(voir § 9, ch. II) 

Ainsi, aux points de discontinuity une fonction ne peut 
avoir de derivee. La proposition inverse n’est pas vraie, c'est-adire que 
si une fonction y=f (x) est continue au point x = x c , i 1 n'en decoule pas 
qu'elle est derivable en ce point : la fonction / (x) peut ne pas avoir de derivee 
au point x 0 . Pour s'en convaincre, considerons quelques exemples. 

Exemple 1. La fonction/ (x) est definie sur le segment [0, 2] de la maniere 
suivante (voir fig. 61) 

fix) = x pour 0 < x < 1 , 

/(x) = 2x-l pourl<x<2. 

Cette fonction n'a pas de derivee au point x = 1 , quoiqu'elle soit continue en ce 
point. 



En effet, pour Ax > 0 nous avons : 

/(1 + Ax)-/(1) [2(1 + Ax) — l] — [2 - 1 — l] 2 Ax „ 

lim 7 = lim = lim — — = A 

Ax->0 Ax Ax^O Ax Ax— >0 Ax 

pour Ax < 0 nous avons: 

,. /(1 + Ax)-/(1) [l + Ax - 1] - 1 Ax , 

lim lim lim — - 1, 

Ax— >0 Ax Ax— >0 Ax Ax— >0 Ax 
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Done, la limite consideree depend du signe de Ax et, par consequent, la 
fonction n'a pas de derivee au point x = 1 . Geometriquement cela veut dire 
qu'au point x = 1 cette « courbe » n’a pas de tangente definie. 

La continuity de cette fonction au point x = 1 decoule de ce que 
Av = Ax pour Ax < 0, 

Ay = 2 Ac pour Ax > 0, 

et, par consequent, independamment du signe de Ax, Av — > 0 quand Ax — >■ 0. 
Exemple 2. La fonction y = l[x , dont le graphique est donne sur la figure 
62, est definie et continue pour toutes les valeurs de la variable x. Nous allons 
voir si cette fonction a une derivee pour x = 0. Pour cela, calculons la valeur de 
cette fonction aux points x = 0 et x =0 + Ax ; pour x = 0 nous avons y = 0, pour x 
=0 + Ax nous avons y + Av = \j~Ac . D'ou 

Ay = six . 

Cherchons la limite du rapport de l'accroissement de la fonction a 
l'accroissement de la variable independante 

Av \TAc 1 

lim — - = lim — — = lim , = +°° 

Ax— >0 Ax Ax— >0 Ax Ax->0 \lfcx 2 

Ainsi, le rapport de l'accroissement de la fonction 
a l'accroissement de la variable independante pour x 
= 0 tend vers l'infini quand Ax — >0 (et, par 
consequent, la limite n'existe pas). Done, la fonction 
consideree n'est pas derivable au point x = 0. La tangente a cettf fgngjse forme 

71 

en ce point un angle egal a — avec l'axe Ox, c'est-a-dire qu'elle coincide avec 
l'axe Ov. 

§ 5. Derivee de la fonction y = x n pour n entier et positif 

Pour calculer la derivee d'une fonction donnee y=f (x), on doit en vertu de la 
definition de la derivee effectuer les operations suivantes: 

1) donner un accroissement Ax a la variable x, calculer la valeur correspondante 
de la fonction : 

v + Av =/(x + Ax); 

2) calculer l'accroissement correspondent de la fonction : 

D'apres la definition de la derivee, le rapport Ax doit tendre vers unelimite 
detenninee quand Ax — > 0 independamment de la maniero dont Ax tend vers 
zero. 
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Ay =f (x + Ax) - fix) 

3) former le rapport de l'accroissement de la fonction a l'accroissement de la 
variable : 

Ay = /(x + Ax) - /(x) 

Ax Ax 

4) chercher la limite de ce rapport quand Ax — y 0 

Ay f(x + Ax) — /(x) 

y - lim — = lim ■ 

Ax— >0 Ax Ax->0 Ax- 

Nous adoptons ici et dans les paragraphes qui suivent ce precede general de 
calcul de la derivee de certaines fonctions elementaires. 

Tlieoreme. La derivee de la fonction y = x'\ ou n est un nombre entier 
positif est egale a nx n ~ l , c’est-a-dire 

si y = x", alors y’ = nx "~ 1 . ( 1 ) 

Demonstration. Soit la fonction 

y = x n . 

1) Si x sub it un accroissement Ax, alors 

y + Ay = (x + Ax) 11 . 

2) En utilisant la formule du binome de Newton nous avons 

Ay = (x + Ax)” - x" = x" +jX n ~ 1 Ax + ” ( ”~ 1) x”~ 2 (Ax) 2 + ... + (Ax)” - x" 



A 71 — 1 A n(n 1) 77 2 / a \2 | / a \ 77 

Ay = nx Axh - — - — x (Ax) +... + (Ax) . 



3) Calculons le rapport : 



^ = nx"- l + n(n - l) x'- 2 Ax- + ... + (Ax)”- 1 . 
Ax 1-2 



4) Trouvons la limite de ce rapport 



•• Ay 



! — i , n(n-\) 77-2 , 



' f 1 - n-\ , "V" L ) n—2 a , . / a 

y = lim — - = lim nx + x Ax + ... + (Ax) 

Ac^o Ax Ax:— >0 1*2 



\n — 1 n — 1 

) \ = nx 



donc,y'= nx”" 1 , ce qu'il fallait demontrer. 
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Exemple 1 . y =x 5 ,y'= 5x 5-1 = 5x 4 . 

Exemple 2 . y = x, y' — lx 1 " 1 , y' = 1. Ce resultat possede une tres simple 
interpretation geometrique : la tangente a la droite y = x coincide pour toutes les 
valeurs de x avec la droite elle-meme et, par consequent, forme avec l'axe des x 
positifs un angle de 45° dont la tangente est egale a 1 . 

Remarquons que la fonnule (I) est valable egalement dans le cas ou n est un 
nombre fractionnaire ou negatif. (Cela sera demontre au § 12.) 



Exemple 3 . y = -Jx . 

Mettons cette fonction sous la forme : 

l 

y = x 2 , 

alors, d'apres la fonnule (I) (en tenant compte de la remarque precedente), on a 

, i r 1 , i 

y =-x ou y 

Exemple 4. y = — 
xv x 

Mettons y sous la fonne : 

_3 

y=x" 2 

Alors 




§ 6. Derivees des fonctions y = sin x; y = cos x 



Tlieoreme 1 .La derivee de sin x est cos x, c'est-a-dire 
siy = sin x, alors y'= cos x. (II) 

Demonstration. Donnons a la variable x un accroissement Ax, alors 

1) v + Ay = sin (x + Ax) ; 

2 ) ' 
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La relation precedente est legitimee par le fait que cos x est une fonction 
continue. 

Theoreme 2. La derivee de cos x est -sin x, c'est-a-dire 
si y = cos x, alors y'= -sinx. (Ill) 

Demonstration. Donnons a la variable x un accroissement Ax, alors 

y + Ay = cos (x + Ax) ; 



. . x + Ax - x . x + Ax + x . . Ax . f Ax ") 

Av = cos(x + Ax) -cosx = -2 sin xsin = -2sm — sm xh 

2 2 2 { 2 J 



Av 

Ax 



. Ax 
sm — 

2 _ 

Ax 



•sin 




2 
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. Ax 

, Av Sm 2 • ( Ax^ . ( Ax^l 

v = lim — = lim . sin x + — =- lim sm x + — . 

Ax— >0 Ax Ax— >0 Ax (_ 2 ) Ax^O V 2 ) 

T 

Prenant en consideration que sin x est une fonction continue, nous obtenons en 
definitive 

y'= -sin x. 

§ 7 . Derivees d'une constante, du produit d'une 
constante par une fonction, d'une somme, d'un produit 
et du rapport de deux fonctions 

Theoreme 1 .La derivee d'une constante est egale a zero, 
c'est-a-dire 

si y = C ou C = const, alors y'= 0. (IV) 

Demonstration, y = C est une fonction de x telle que pour tous les x la 
valeur de y est ega le a C. Done, quel, que soit x 

y=f(x) = C. 

Donnons a la variable x un accroissement Ax (Ax ^ 0). Puisque la fonction y 
conserve la valeur C, quelle que soit la valeur de la variable independante, on 
a : 

y + Av =/ (x + Ax) = C. 

Par consequent, l'accroissement de la fonction est egal a 
Av =/ (x + Ax ) -/ (x) = 0 

et le rapport de l'accroissement de la fonction a l'accroissement de la variable 
independante est 

^ = 0. 

Ax 

Done, 

t Av „ 

y = lim — = 0, 

Ax— >0 AX 



c'est-a-dire 
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y' = o. 

Ce resultat admet une interpretation geometrique simple. Le graphique de la 
fonction y = C est une droite parallele a l'axe Ox. La tangente a ce graphique 
coincide evidemment en tous points avec cette droite et, par consequent, forme 
avec l'axe Ox un angle dont la tangente y' est egale a zero. 

Tlieoreme 2. On peut sortir un facteur constant de dessous le signe de 
derivation, c'est-a-dire 

si y = Cu (x) (C = const!, alorsy' = Cu' (x). (V) 

Demonstration. En repetant le raisonnement de la demonstration du 
theoreme precedent on a 

y = Cu (x) ; 
y + A y = Cu ( x + Ax) ; 

Ay = Cu (x+Ax) — Cu (x) = C [u ( x + Ax ) — u (x) ], 

Ay m(x + Ax) — w(x) 

Ax Ax 

c'est-a-dire 

y'= Cu'(x). 

Exemple 1 . y = 3 — =• , 

Vx 

c'est-a-dire 

/- — 

2xfx 

Theoreme 3. La derivee de la somme d'un nombre fini de fonctions 
derivables est egale a la somme des derivees de ces fonctions . Par exemple, 
pour le cas de trois fonctions nous avons : 

y = u (x) + v (x) + w (x), y’ = u'(x) + v'(x) + w' (x). (VI) 

Demonstration. Pour la valeur x de la variable independante 

y = u + v + w. 

L'expression y = u (x) - v (x) est equivalente ay = u (x) + (-1) v (x) et y' = [ u 
(x) + (-1) v (x)]' = u' (x) + [-v (x)]' = u' (x) - v 1 (x). 
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(Nous omettons la variable x dans la notation des fonctions pour simplifier 
l'ecriture.) 

Pour la valeur x + Ax de la variable independante nous avons 
y + Ax = (u + Am) + (v + Av) + (w + Aw ), 
ou Ay, Am, Av, Aw sont respectivement les accroissements des fonctions y, m, v, 
w, pour un accroissement correspondant Ax de la variable x. Par consequent, 

Av Am Av Am' 

Av = Am + Av + Aw, — = 1 1 

Ax Ax Ax Ax 

, Av Au Av Aw 

v = lim ’ = lim H lim H lim 

Ax->0 Ax Aa— > 0 Ax Ax— >0 Ax Ax— >o Ax 



y ’ = m ’(x) + v ’(x) + w ’(x). 

Theoreme 4. Z,a derivee du produit de deux fonctions derivables est egale 
au produit de la derivee de la premiere fonction par la seconde plus le produit 
de la premiere fonction par la derivee de la seconde, autrement dit 

si y = mv, alorsy' = u'v + uv'. (VII) 

Demonstration. En suivant le raisonnement utilise pour la demonstration 
du theoreme precedent, on a 

y = mv, 

y + Ay = (m + Am) (v + Av), 

Ay = (m + Am) (v + Av) - uv = A uv + uAv + AuAv, 

Av Am Av Am 

= v + m 1- Am 

Ax Ax Ax Ax 



, Av Am Av . Av 

v = lim — ^ — = lim — v + lim u H lim Am — = 

Ax— >0 Ax Ax— >0 Ax Ax— >0 Ax Ax->0 Ax 



( Au ^ Av Av 

lim — v + m lim H lim Am bm — 

VAx->0 Ax J Ax— >0 Ax Ax— >0 Ax->0 Ax 

(puisque u et v ne dependent pas de Ax). 
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Considerons le dernier tenne du second membre lim Aw lim — 

Ay— >0 Ay— > 0 Ax 

u (x) etant une fonction derivable, elle est aussi continue. Done, 
lim Aw = 0 . En outre, 

Ay — >0 

Av 

lim — — v ^ co . 

Ay->o Ax 

Ainsi le tenne considere est egal a zero et nous avons en definitive : 

y' = w'v + wv ’ . 

Ce theoreme pennet d'obtenir sans difficulty la regie de derivation du produit 
d'un nombre quelconque de fonctions. Ainsi, si nous considerons le produit de 
trois fonctions y = uvw, en le mettant sous forme du produit de w et de (vw), 
nous avons :y'= u' (vw) + w (vw)' = w ’ vw + w (v ’w + vw 1 ) = w'vw + wv'w + uvw ’ 
. Ce precede permet d'obtenir une formule analogue pour la derivee du produit 
d'un nombre quelconque (fini) de fonctions. Si v = u x u 2 . . . w n , alors 

y' = wjw 2 ...w„_ 1 w„ + u 1 u' 2 ...u n _ l u n + ... + u l u 2 ...u„_ l u'„ 

Exemple 3 . Si y =x 2 sin x, alors 

y' = (x 2 )' sin x + x 2 (sin x)' = 2x sin x + x 2 cos x. 

Exemple 4. Si y = Vx sin x cos x , alors 



y'=(V*V sin x cos x + Vx (sin x) ' cos x + Vx sin x(cos x) ' = 

— sin x cos x + Vx cos x cos x + Vx sin x(- sin x) = 

2 Vx 

— sin x cos x + Vx (cos 2 x - sin 2 x) = S * n iV + Vx cos 2x . 

2Vx 4Vx 

Theoreme 5. La derivee d'une fraction (c'est-a-dire du rapport de deux 
fonctions) est une fraction dont le denominateur est egal au carre du 
denominateur de la fraction consideree et le numerateur est egal a la difference 
du produit du denominateur par la derivee du numerateur et du produit du 
numerateur par la derivee du denominateur, 
c'est-a-dire 

w , , u'v—uv' 

si v = — , alors v = . 

v 



v 



(VIII) 
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Demonstration. Si Av, Aw et Av sont respectivement les accroissements 
des fonctions y, u et v pour l'accroissement correspondent Ax de la variable x, 
nous avons 

w + Aw , w + Aw w vAw - wAv 

v + Av = , Av = = , 

v + Av v + Av v v(v + Av) 

vAw - wAv Au Av 

. — v-u — 

Av = Ax = Ax Ax 

Ax v(v + Av) v(v + Av) 



Aw Av 



, Av 
y - lim — - lim 

Ay— >0 Ax Ay— >0 



V - W 

Ax Ax_ 

v(v + Av) 



Aw Av 

v lim u lim 

Ay— >0 Ax Ar— >0 Ax 

v lim (v + Av) 

Ax->0 




lim Av = 0 puisque v (x) est une fonction derivable et, par consequent, 

Ay — >0 

continue. 




§ 8. Derivee d'une fonction logarithmique 



Theoreme.Ifl derivee de la fonction log a x est egale a \ix log a e 
c'est-a-dire 

si y = log a x, alors y ' =\!x log a e. (IX) 

Demonstration. Si Av est l'accroissement de la fonction y = log a x pour un 
accroissement correspondent Ax de la variable x, alors : 



y + Av = log a (x + Ax) ; 



Av = log a (x + Ax) - log fl x = log a = log a 

X 




Av 

Ax 





Multiplions et divisons par x l'expression figurant dans le second membre de la 
demiere egalite : 



Av 

Ax 



1 x 

x Ax 



log 



a 




x 





Ax 



Designons la quantite Ax/x par a. II est evident que a -> 0 quand Ax tend vers 
zero pour un x donne. Par consequent, 

Av 1 / \I 

— ^ = — log a (,l + aJa . 

Ax x 

Or, nous savons que (voir § 7, chap. 11) 

1 

lim (1 + a) a = e . 

a— >0 

Si l'expression figurant sous le signe du logarithme tend vers le nombre e, le 
logarithme de cette expression tend vers log,, a (en vertu de la continuity de la 
fonction logarithmique). D'ou nous avons en definitive : 

, Av 1 _ 1 

v = lim — = lim -log a (l + a)° =-log fl e. 

Ay— >0 Ax Al->0 X X 
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En remarquant que log fl e = nous pouvons mettre la formule obtenue 

log a 

sous la forme y' = — — - — . 

x log a 

Notons un cas particulier important de cette fonnule : si a = e, alors Log a = 
Log e = 1, c'est-a-dire 

si v = Log x, alors y' = — . (X) 

x 

§ 9. Derivee d'une fonction composee 

Soit v =/ (x) une fonction composee, c'est-a-dire pouvant etre mise sous la 
forme y = F ( u ), u = <p (x) 

ou encore y = F [<p (x)] (voir chap. I, § 8). Dans l'expression y = F (u), u est 
appelee variable intermediate. 

Etablissons la regie de derivation d'une fonction composee. 

Theoreme. Si la fonction it = cp (x) a une derivee u x = <p'(x) au point x et la 
fonction y = F (u) a une derivee y u =F'(u ) pour la valeur correspondante de 
u, alors au point considere x la f onciion composee y = F [cp (x)] a egalement 
une derivee egale a y x = F u ( u)<p'(x ) . 

oil u doit etre remplacee par l'expression u = tp (x). Plus simplement 
y’x =y« u x > 

c'est-a-dire que la derivee d'une fonction composee est egale au produit de la 
derivee de cette fonction par rapport a la variable intermediate u par la 
derivee par rapport ax de la variable intermediate. 

Demonstration. Pour une valeur donnee de x nous aurons: 

y = F (u), u = tp (x) 

Pour la nouvelle valeur x + Ax de la variable x, on a 

u + Au = <p(x + Ax), y + Ay = F(u + Au) . 

Ainsi a l'accroissement Ax correspond un accroissement Au auquel correspond a 
son tour un accroissement Av ; en outre, quand Ax — > 0 nous aurons Au — > 0 et 
Ay — > 0. Par hypothese, 

Av 

lim — = y u ■ 

Au— >o Ax 
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De cette relation et d'apres la definition de la limite nous avons (pour A u ^ 0) 

Av 

— = y«+u (0 

Ax 

ou a — >■ 0, quand A u — > 0. Ecrivons l'egalite (1) sous la forme 
Av = y u Au + aAu (2) 

L'egalite (2) est egalement verifiee pour A u = 0 quel que soit a, puisque dans ce 
cas elle se transforme en l'identite 0 = 0. Pour An = 0 nous poserons a = 0. 
Divisons tous les tennes de l'egalite (2) par Ax 



Par hypothese, 



Av ’ An An 
— + <* — (3) 

Ax Ax Ax 



lim — — - u x , lim a - 0 . 

Ai->0 Ax A*->0 



En passant a la limite dans l'egalite (3) quand Ax — > 0 nous avons 
y'x=y'u-u' x , c.q.f.d. (4) 

Exemple 1. Soit la fonction y = sin (x 2 ). Calculons y’ x . Mettons cette 
fonction sous fonne de fonction composee de la maniere suivante 

y =sin u, u = x 2 . 

Nous trouvons 

y’ u = cos u, u \ = 2x. 

Par consequent, d'apres la formule (4) y’ x = y’ u u \ = cos u'2x. En remplaqant 
a par son expression en x, nous avons en definitive 

_v A . = 2x cos(x 2 ) . 

Exemple 2. Soit la fonction y = (Log x) 3 . Calculons y’ x . 

Nous pouvons mettre cette fonction sous la forme 

y = m 3 , u = Log x. 



Nous trouvons 



Par consequent, 

y x =3 u 2 — = 3(log x) 2 — 

X X 



y’ u = 3u 2 , u’ x =l/x. 



Si la fonction y =/ (x) peut etre mise sous la fonne 



y = F (u), u = cp (v), v = \\i (x), 
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le calcul de la derivee y’ x peut etre effectue en appliquant successivement le 
theoreme precedent. 

En vertu de la regie que nous venons de demontrer nous avons : 

y’ x = y’ u u\ 

En appliquant ce theoreme pour calculer u\ nous avons: 

u\ =u\v\ 

En substituant l'expression de ux dans l'egalite precedente nous avons: 

y’ x =y’ u u\v\ 

ou 

y’x = F\ (u) cp’ v (v) V|/’ x (x) 

Exemple 3. Soit la fonction y =sin [(Log x) 3 ]. Calculons y’ x . Mettons 
cette fonction sous la fonne suivante: 



Nous trouvons 



y =sin u, u = v 3 , v = Log x. 
y’u = cos u, u\ =3i' 2 , v’ x = 1/x . 



Par consequent, nous avous en vertu de la formule (5) 
y'x =y'u u 'v v 'x = 3(cos x)v 2 — 

ou en definitive 

y 'x = cos[(log x) 3 ] • 3(log x) 2 — . 

X 

Remarquons que la fonction consideree n'est definie que pour x > 0. 



§ 10. Derivees des fonctions y = tgx,y = ctg x,y = Log 

M 



T h $ o r e m e 1 .La derivee de la fonction tgx est egale a' 

cos 2 x 

c'est-a-dire 

si v = tg x, alors y’ = — - — . (XI ) 
cos 2 x 

Demonstration. Comme 

sin x 

y = , 



cosx 




92 



nous avons en vertu de la regie de derivation des fractions [voir formule (VIII), 
§ 7, chap. Ill]: 

, (sinx)'cosx-sinx(cosx)' 

y= 2 = 

cos 2 * 

cos x cos * - sin x(- sin x) cos 2 x + sin 2 x 1 

cos 2 * cos 2 * cos 2 * 
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b) Soit* < 0, alors |*| = -*. Mais 
Log |*| = Log (-*). 

(Remarquons que si * < 0, alors -* > 0.) 




Fig. 63 



Mettons la fonction v = Log (-*) sous la forme d’une fonction composee en 
posant v = Log u; u =-*. 

Alors 

y x =y'u u 'x =-(* i ) = ^-t (-!) = -• 

Done, pour les valeurs negatives de * nous retrouvons encore la formule 

. 1 

y x =- 



Ainsi, la formule (XIII) est demontree pour toutes les valeurs de * ^ 0. (Pour* = 
0 la fonction Log |x| n'est pas definie.) 



§11. Fonction implicite etsa derive 

Supposons que les valeurs des variables * et y soient bees entre elles par une 
equation que nous designerons symboliquement par 

F(x,v) = 0. (1) 

Si la fonction y =f (x) definie dans un intervalle (a, b) est telle qu'en remplacant 
dans 1' equation (1) y par / (*) cette equation se transfonne en une identite en *, 
alors la fonction/ (*) est appelee fonction implicite definie par l'equation (1). 

Ainsi, par exemple, l'equation 

x 2 +y 2 -a 2 =0 (2) 

definit implicitement les fonctions elementaires suivantes (fig. 64 et 65) 
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En effet, apres avoir remplace y par ces expressions, l'equation (2) se 
transfonne en une identite 

x 2 + (a 2 - x 2 ) - a 2 = 0. 

Les expressions (3) et (4) ont ete obtenues en resolvant l'equation (2) par 
rapport a v. Mais il n'est pas toujours possible de trouver la forme 





explicite d'une fonction implicite, c'est-a-dire qu'il n'est pas toujours possible de 
1' exprimer sous la forme y =f (x) ), ou / (x) est une fonction elementaire. 

Ainsi, les fonctions definies par l'equation 

V 2 - v - x 2 = 0 ou y - x = ^ sin y = 0 

ne s'expriment pas a l'aide des fonctions elementaires, c'est-a-dire qu'on ne peut 
les resoudre en y au moyen des fonctions elementaires. 

Remarque 1. Remarquons que les termes « fonction implicite » et « 
fonction explicite » caracterisent le mode d'expression de la fonction donnee et 
non pas la nature de celle-ci. 

Toute fonction explicite y =/ (x) peut etre mise sous la forme d'une fonction 
implicite y-f (x) = 0. 

Indiquons a present la regie qui permet de trouver la derivee d'une fonction 
implicite sans l'avoir prealablement mise sous la forme explicite, c'est-a-dire y 

=f(x)- 

Supposons que la fonction soit donnee par l'equation 

x 2 + _v 2 - a 2 = 0. 

Si y est la fonction de x definie par cette equation, alors cette demiere se 
transfonne en identite. 

En derivant les deux membres de cette identite par rapport a x, et en supposant 
que y est fonction de x, nous avons (d'apres la regie de derivation des fonctions 
composees) 

2x + 2 yy' = 0, . 



Si une fonction est definie par une equation de la forme y =f (x), on dit qu'elle 
est donnee sous forme explicite, ou que c'est une fonction explicite. 
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d'ou , 

, x 

y =-- 
y 

Remarquons que si nous avions derive la fonction explicite correspondante 
y = Ja 2 -x 2 
nous aurions eu 

t_ X _ X 

4a 2 -x 2 y 

c'est-a-dire le meme resultat. 

Considerons encore un exemple de fonction implicite v 6 -y-x 2 = 0. 

Derivons par rapport a x : 

6y 5 y'-y' - 2x = 0, 

d'ou 

. 2x 

v ~ 

' 6y 2 - 1 

Remarque 2. Les exemples consideres montrent que pour calculer la valeur 
de la derivee d'une fonction implicite pour une valeur donnee de la variable x, il 
faut connaitre egalement y pour cette valeur de x. 

§ 12. Derivee d'une fonction puissance quand 
I'exposant est un nombre reel quelconque, derivee de la 
fonction exponentielle et de la fonction composee 
exponentielle 

Theoreme 1. La derivee de la fonction x n , ou n est un nombre reel arbitraire, 
est nx"~ 1 , c'est-a-dire 

si v = x n , alors y ’ = nx n ~ 1 . (I') 

Demonstration. Soit x > 0. En prenant le logarithme de la fonction 
donnee, nous avons 

Log y = n Log x. 

Derivons les deux membres de l'egalite obtenue par rapport a x, en supposant 
que y est fonction de x 

/ 1 , 1 

— = n — ; v — vn — . 
y x ' ' x 

En remplaqant y par sa valeur y = x”, nous avons en definitive 
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y = nx 

On demontre aisement que cette formule est aussi vraie pour x < 0 si x" a un 
sens ). 

Theoreme 2. La derivee de la fonction a x , ou a > 0, est a x Log a, c'est-a- 
dire 



si y = a , alors y' = a Log a. (XIV) 

Demonstration. En prenant le logarithme de l'egalite y = a nous avons 

Log v = x Log a. 

Derivons l'egalite obtenue en supposant que y est fonction de x 
— v'=logv; y' = y log a 

y 

ou 

y' = a x Log a. 

Si la base du logarithme a = e, alors Log e = 1 et nous avons la formule. 

y = e x , y'= e x . (XIV 1 ) 

2 

Exemple 1 . Soit la fonction y = e x . 

Mettons-la sous la forme d'une fonction composee en introduisant la variable 
intermediate u 

U 2. 

y=e,u =x, 

alors , y u = e u , u = x 2 ; 

Et, par consequent, 

y x =e 2x = e 2x 

On appelle fonction composee exponentielle toute fonction exponentielle dont la 
base et l’exposant sont des fonctions de x, par exemple, 

(sin x) x , x tgx , x x , (log x) x , etc., et en general toute fonction de la forme 

y = [m(x)] 1(t> =u v 

est une fonction composee exponentielle. 

Theoreme 3 . 

Si y=u v , alors y ’=vu vA u ’ + u v v ’ Log u (XV) 



Demonstration. Prenons le logarithme de la fonction y 



Precedemment (§ 5, chap. Ill) nous avons demontre cette fonnule dans le cas 
de n entier positif. Elle est maintenant demontree dans le cas general (pour tout 
nombre n constant). 
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Log v = v Log u. 

En derivant cette egalite par rapport a x, nous avons 

1 , 1 , 

— y = v — u +v log u , 
y ' u 

d 1 ou y’ = y v — + v’ log u . 

V « J 

En remplaqant y par Fexpression u v nous avons 

y'= vu '~'u' + mV Log u. 

Ainsi, la derivee d'une fonction composee exponentielle comprend deux termes 
: on obtient le premier en supposant au cours de la derivation que u est une 
fonction de x et v une constante (c'est-a-dire en considerant u comme une 
fonction puissance); on obtient le second terme en supposant que v est une 
fonction de x et u une constante (c'est-a-dire en considerant u comme une 
fonction exponentielle). 

Exemple 2. Si y = x r , alors y’ = xx x ~ 1 (x’) + x x (x’) logx 

ou y' = x x +x x logx = x 2 (1 + logx) . 

2 

Exemple 3 . Si y = (sin x) x , alors 

y' = x 2 (sinx) x (sinx)'+(sinx) A (x 2 )' log sin x = 
x 2 (sinx)'~ -1 cosx + (sinx)' 2xlogsinx . 

Le precede applique dans ce paragraphe pour calculer la derivee consiste en ce 
que nous cherchons tout d'abord la derivee du logarithme de la fonction donnee; 
ce precede est frequemment employe pour trouver la derivee de certaines 
fonctions, car, bien souvent, il simplifie les calculs. 

Exemple 4. Soit a calculer la derivee de la fonction 

(x + l) 2 -Jx-\ 
y (x+4 ) 3 e x 



S o 1 u t i o n . En prenant le logarithme de cette expression nous avons 
log y = 2 log(x + 1) + ^ log(x - 1) - 3 log(x + 4) - x 
En derivant les deux membres de cette egalite, nous trouvons 



y 
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. . . . . (x + l) 2 vx-l 

Multiphant par y et rempla9ant y par lexpression nous avons : 

( x + 4)V 

, (x + lfyfx^l 2 1 3 

y = h 1 . 

(x + 4) 3 e x L x + 1 2(x-l) x + 4 

y ' 

Remarque. L'expression — = (log y)' , la derivee du logarithme neperien de 

y 

la fonction donnee y = v (x), est appelee derivee logarithmique. 



§ 13. Fonction inverse (ou reciproque) et sa derivee 



y =f(x) (l) 

une fonction croissante (fig. 66) ou decroissante definie dans l'intervalle (a, b) 
(i a < b ) (voir § 6, chap. I). Soit / (a) = c, f ( b ) = d. Pour fixer les idees, 
considerons une fonction croissante. 

y Prenons deux valeurs differentes X\ et x 2 

a de l'intervalle (a, b ). En vertu de la 

s' definition des fonctions croissantes, il 

^ — y vient que si X\ < x 2 et y t =f (x\), y 2 =f ( x 2 ) 

s^ alors y\ < y 2 . Done a deux valeurs 

y' ^2 differentes Xi et x 2 correspondent deux 

— -f- q — j j — *~ x valeurs differentes Vi et y 2 de la fonction. 

1 2 Inversement, si }>i < y 2 et y t =f (x\), y 2 = f 

(. x 2 ), il decoule de la definition des 
fonctions croissantes que X\ < x 2 . Ainsi, Fig. 66. 

on etablit une correspondance biunivoque entre les valeurs de x et 
les valeurs correspondantes de y. En considerant ces valeurs de v cornme les 
valeurs de la variable independante et les valeurs de x comme les valeurs de la 
fonction, nous obtenons x en fonction de v : 



x = cp(v)- (2) 

Cette fonction est appelee fonction inverse de la fonction y =f (x). Il est evident 
que la fonction y = f (x) est la fonction inverse de la fonction x = cp (v) . On 
demontre par un raisonnement analogue que la fonction decroissante admet 
aussi une fonction inverse. 



Remarque 1. Nous nous bornerons a citer, sans la demontrer, la proposition 
suivante : si la fonction croissante (ou decroissante) y = f (x) est continue sur le 
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segment [a, b\ et / (a) = c,f ( b ) = d. alors la fonction inverse est definie et 
continue sur le segment [c, d], 

Exemple 1 . Soit la fonction y = x 3 . Cette fonction est croissante dans 
l'intervalle infini -oc < x < +oc, elle a une fonction inverse x = ijy (fig. 67). 




Fig. 67 Fig. 68 



Notons que Ton trouve la fonction inverse x = cp (v) en resolvant 1' equation v =/ 
(x) par rapport a x. 

Exemple 2. Soit la fonction y = e\ Cette 
fonction est croissante dans l'intervalle infini -oo 
< x < +co. Elle admet pour fonction inverse x 
=Log y. Le domaine de definition de la fonction 
inverse est l'intervalle 0 < y < cc (fig. 68). 

Remarque 2. Si la fonction v= (x) n'est ni 
croissante ni decroissante dans un intervalle, 
elle peut avoir plusieurs fonctions inverses ). 

Exemple 3. La fonction y = 2 est 
definie dans l'intervalle infini - co < x < +oo. Elle n'est ni croissante ni 
decroissante et n'admet pas de fonction inverse. 

Mais, si nous considerons l'intervalle 0 < x < +<x , nous voyons que cette 
fonction est croissante dans cet intervalle et que sa fonction inverse est y = Vx . 
Dans l'intervalle -co < x < 0 la fonction est decroissante et admet pour fonction 
inverse la fonction x = —yfy (fig. 69). 

Remarque 3. Si les fonctions y = f (x) et x = (p (y) sont reciproquement 
inverses, leur graphique est une meme courbe. Mais, si nous designons de 

Soulignons, une fois de plus, qu'en disant que y est une fonction de z, on sous- 
entend une dependance univoque entre y et x. 
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nouveau la variable independante de la fonction inverse par x et la fonction 
par y et si nous trains le graphique de ces deux fonctions relativement a un 
mane systeme de coordonnees, nous obtiendrons deux graphiques differents. 

On voit aisement que ces graphiques sont symetriques par rapport a la 
bissectrice du premier quadrant. 

Exemple 4. Sur la figure 68 nous avons trace les graphiques de la y= e x (ou 
celui de x = Log y) et de sa fonction inverse y = Logx etudiees dans F exemple. 

Nous allons demontrer maintenant un theoreme permettant de trouver la derivee 
de la fonction y =/ (x) si l'on connait la derivee de sa fonction inverse. 

T h e o r e m e . Si la fonction 

y =f(x) (i) 

admet une fonction inverse 

x = <p(y) ( 2 ) 

dont la derivee <p' (y) en un point donne y est dif ferente de zero, alors la 
fonction y = f (x) possede au point x correspondant une derivee f (x) egale a 

; c'est-a-dire que nous avons la formule 

<p\y ) 

f\x) = -±— (XVI) 

<p\y) 

Ainsi la derivee de l'une des deux fonctions reciproquement inverses est egale a 
Fin verse de la derivee de l'autre fonction au point considere ). 

Demonstration. Derivons les deux membres de l'egalite (2) par rapport a 
x , en supposant que y est une fonction de x ) 

i = <p\y)y x 

d'ou 

1 

y x = ~rrf- 

<p(y ) 



Quand nous ecrivons/ (x) ou y'„ nous supposons que pendant le calcul de la 
derivee la variable independante est jc; de meme, quand nous ecrivons cp’ (v) ou 
x' y , nous supposons que pendant le calcul de la derivee la variable independante 
est y. Notons qu’apres avoir derive par rapport a y nous devons remplacer y par 
son expression^*) dans le second membre de la fonnule (XVI). 

En fait, nous cherchons ici la derivee de la fonction de * donnee 
implicitement par l'equation * - cp (y) = 0. 
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En remarquant que y x = /'(*) , nous obtenons la formule (XVI) que nous 
pouvons mettre sous la fonne : 

1 



Le resultat obtenu possede une illustration geometrique tres simple. 
Considerons le graphique de la fonction y =/ (x) (fig. 70). 



Cette courbe sera aussi le graphique de la fonction x = <p (y), ou x est la variable 
dependante et y la variable independante. Considerons un point quelconque M 
(x, y) sur cette courbe. Menons la tangente a la courbe en ce point. Designons 
respectivement par a et p, les angles formes par cette tangente avec les axes 
positifs Ox et Oy. D'apres les resultats du § 3 relatifs a la signification 
geometrique de la derivee nous deduisons : 

/'(x) = tga 

cp' (y) = tg/? B 



II vient immediatement de la figure 70 que si a< — , 



n 71 

P = — a 
2 

7t . 3tc 

Si a > — , on voit facilement que P = a . Par 

2 2 

consequent, nous aurons toujours 



tg p= ctg a, 

tg a tg p= tg a ctg a = 1 



Off a 



tg a = . 

tgp 

En remplaqant tg a et tg p par leurs valeurs deduites de la fonnule (3) nous 
obtenons 



f(x) = - 




§ 14. Fonctions trigonometriques inverses et leurs 
derivees 



102 



1) La fonction y = arc sin x. 

Considerons la fonction 

x = sinv (1) 

et traqons son graphique en prenant pour axe Ov la verticale ascendante (fig. 
71). 

Cette fonction est definie dans l'intervalle infini - cc<y<< + oc. Sur le segment 

< y < la fonction x = sin y est croissante et ses valeurs remplissent le 

segment - 1 < x < 1 . C'est pourquoi la fonction x = sin y a une fonction inverse 
que Ton designe par y = arc sin x ). 

v Cette fonction est definie sur le segment - 1 < x < 

H \ 1 et ses valeurs remplissent 

& < 1 ft 

2 I y = arc sin x le segment < y < — . Le 

/ u=arcsinx , . , , . 

/ 3 graphique de la fonction y = arc sin x est 

X _ represente sur la figure 71 par un trait gras. 



x*scny 



Theoreme 1 . La derivee de la fonction arc sin 

1 , . j. ■ 

x est ——= , c est-a-dire si 
V 1-x 2 



y = arc sin x, alors y ’ = 



Vl-x 2 ' 



Fig. 71 

Demonstration. En vertu de l'egalite (1) nous avons : 

x v =cos_v 



D'apres la regie de derivation d'une fonction inverse 

1 1 

y x =— = . 

x cos y 



(XVII) 



cosy = yl-sin 2 y = -Jl-x 2 , 



Remarquons que l'egalite y = Arc sin x bien connue en trigonometric n'est 
qu'une autre forme d'ecriture de l'egalite (1). Ici (pour x donne) y designe 
1' ensemble des valeurs des angles dont le sinus est egal a x. 





Par consequent, 



x v = - sin y 
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Mais cos y = x, d'ou 



Dans l'egalite sin y 




nous prenons le signe plus devant la racine, 




parce que la fonction v = arc cos x est definie sur le segment 0 < y < ji et que par 
consequent sin v > 0. 



Exemple 3. y = arc cos (tg x), 



,(tgJC)' 



yj l-tg 2 x yj l-tg 2 x cos 2 x 

3) La fonction y = arc tg x. Considerons la fonction 

x = tgy(3) 

et traqons son graphique (fig. 73). Cette fonction est definie pour toutes les 

71 

valeurs de y, excepte les valeurs y = (2k + 1) — (k = 0, + 1 , ± 2,...) 




dans cet intervalle une fonction inverse que l'on designe par y = arc tg x. 
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Reunissons en un tableau unique les principals formules et regies de 
derivation que nous avons demontrees dans les paragraphes precedents: 



y = const, v'= 0. 



Fonction puissance : 




a 

y = x , 


y'= a *“ , 


en particulier, 




y = 4x, 


y ' = 2X ' 


1 

y=~, 

X 


, 1 

y= — i ; 


Fonctions trigonometriques : 




y = sinx, 


y 9 = cos x, 


y = cos x , 


y’= - sinx. 


y = tgx. 


y'=—^— 



cos 2 * ’ 




Fonction exponentielle : 
en particulier, 

Fonction logarithmique 
en particulier, 



y = a\ y ’ = a Log a e; 

X y X 

v = e , y = e . 
v= loga*, v'=l/*log a ; 
_V = Logx, y’= 1/*. 



Principals regies de derivation 
v = Cu (*), y‘ = Cu ’ (*) (C = const) 

y = u + v - w, y' = u’ + v' — w 

y =u v, y’ =u V + uv', 

u u'v + uv' 

y ~ , y = — - — , 

V V 

}’ =f(u), y ’x =fu, (M) 9 ’x (x), 

11 = ( p (*), 

y = u , y =vu u + u v Log u. 



Si y = f (x), x = <p (v), ou / et cp sont deux fonctions reciproquement inverses, 
alors 

f'(x) =~^—, ou y =f(x). 

<p\y) 
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§16. Fonctions donnees sous forme parametrique 



Soient donnees deux equations 



x = (pit), 

v=m 



(1) 



ou t varie sur le segment [ T), T 2 ]. A chaque valeur de t correspondent deux 
valeurs x et y (nous supposons que les fonctions <p et v|/ sont univoques). Si l'on 
considere les valeurs de x et de y comme les coordonnees d'un point du plan 
Oxy, a chaque valeur de t correspondra un point bien determine de ce plan. 
Quand t varie de T) a T 2 , ce point decrit dans le plan une courbe. Les equations 
(1) sont dites equations parametriques de cette courbe, t est appele para metre et 
le precede qui permet de donner la courbe par les equations (1) est dit 
parametrique. 

Supposons ensuite que la fonction x = cp (/) admet une fonction inverse t = <J> 
(x). II est alors evident que y est une fonction de x 



v = V [$(*)]• (2) 



Ainsi, les equations (1) definissent y en fonction de x et Ton dit que la fonction y 
de x est donnee sous forme parametrique. 

La relation y = f (x), exprimant la dependance directe de y en fonction de x, 
s'obtient en eliminant le parametre t dans les equations (1). 

Les courbes donnees par des equations parametriques sont frequemment 
employees en mecanique. Par exemple, si un point materiel se deplace dans le 
plan Oxy et si l'on connait les lois du mouvement des projections de ce point sur 
les axes de coordonnees, 



x = (pit), 1 

y = mj 



(n 



ou le parametre t est le temps, les equations (1’) sont alors les equations 
parametriques de la trajectoire du point mobile. En eliminant de ces equations le 
parametre t, on en deduit l'equation de la trajectoire sous la forme y =f (x) ou F 
(x, y) = 0. Considerons le probleme suivant. 

Prob leme. Trouver la trajectoire et le point d'impact d'un corps pesant lance 
d'un avion se deplaqant a la vitesse horizontale v 0 a l'altitude y 0 (on peut 
negliger la resistance de Fair). 

Solution . Choisissons le systeme de coordonnees indique sur la figure 75 
en supposant que le corps est largue de l'avion a l'instant meme ou il coupe l'axe 
Oy. II est evident que le deplacement horizontal du corps sera un mouvement 
uniforme a vitesse constante v 0 



x = v a t. 




Cere 1 e. Soit un cercle de rayon r dont le centre se trouve a l'origine des 
coordonnees (fig. 76). 

Designons par t l'angle forme par le rayon aboutissant a un point arbitraire M (x, 
y) de la circonference et l'axe Ox. On peut alors exprimer les coordonnees d'un 
point arbitraire de la circonference a Faide du parametre t de la maniere 
suivante: 
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x = r cos t, 

> 0 < t < 271 

y = r sin t, J 

Ce sont justement les equations parametriques du cercle. Si nous eliminons de 
ces equations le parametre t, nous obtiendrons une equation du cercle dans 
laquelle entrent seulement les variables x et y. En additionnant ces equations 
parametriques apres les avoir prealablement elevees au carre, nous trouvons 
x 2 + V 2 = r 2 (cos 2 1 + sin 2 1 ) 



x 2 +y 2 = P. 

Ellipse. Soit donnee l'equation de l'ellipse 



Posons 



— + — = 1 ( 1 ) 

a 2 b 2 



x = a cos t. 



En substituant cette expression dans l'equation (1) nous trouvons 

y = b sin t. (2") 

Les equations 

x = a cos t,} 

\ 0 < t < 2n (2) 

y = b sin t, I 



sont les equations parametriques de l'ellipse. 

Elucidons le sens geometrique du parametre t. Menons de l'origine prise comrne 
centre deux cercles de rayons a et b (fig. 77). Soit M ( x , y) un point de l'ellipse 
et 




Fig. 76 Fig. 77 

soit B un point du grand cercle ayant la meme abscisse que M. Designons par t 
Tangle forme par le rayon OB et l'axe Ox. II vient immediatement de la figure 
77 

x = OP = a cos t [c'est l'equation (2')], CQ = b sin t. Nous concluons de Tegalite 
(2") que CQ =y, c'est-a-dire que la droite CM est parallele a l'axe Ox. 

Par consequent, dans les equations (2) t est Tangle fonne par le rayon OB et 
l'axe des abscisses. On apple parfois Tangle t angle d'excentricite. 



Ill 



C y c 1 o l d e . On appelle cyclolde la courbe engendree par un point situe 
sur une circonference qui roule sans glisser sur une droite (fig. 78). Supposons 
que le point mobile M de la circonference se trouve au debut du mouvement a 
l'origine des coordonnees. Determinons les coordonnees du point M apres que la 
circonference a pivote d'un angle t. Designons par a le rayon de cette 
circonference. On voit de la figure 78 que x = OP = OB - PB , mais comme la 
circonference roule sans glisser OB = MB = at, PB = MK = a sin t. 

Par consequent, 

x = at - a sin t =a ( t - sin t). 

Or, y = MP = KB = CB - CK = a - a cos t = a ( 1 - cost). 

Les equations 

x = a(t-sin t), 1 

0</<2jt (3) 

y = a(t- cos t), J 



sont les equations parametriques de la cycloide. Quand t varie de 0 a 2jt, le 
point Mdecrit un arc de la cycloide. 




Fig. 78 

Eliminons le parametre t de ces equations afin de detenniner la dependance 
directe existant entre y et x. La fonction y = a ( 1 - cos t) admet sur le segment 
0 < t < n une fonction inverse 

a -v 

t = arc cos — . 

a 

En substituant cette expression de t dans la premiere des equations (3) nous 
trouvons: 

a- y . ( 

x = arc cos a sin arc cos 

a ^ a J 

ou 





Remarquons que la fonction x = a (/ - sin / ) admet une fonction inverse qui 
ne s'exprime pas a l'aide de fonctions elementaires. 

Remarque 1. L'exemple de la cycloide montre qu'il est parfois plus aise 
d'etudier les fonctions et les courbes donnees sous forme parametrique que sous 
la forme de la dependance directe : y de x ou x de y. 

A s t r o 1 d e . On appelle astro'ide la courbe dont les equations parametriques 
sont les suivantes 

x = a cos 3 /,] 

\ 0 < / < 2ti (4) 

y = a sin 3 t J 

En elevant les deux membres de ces equations a la puissance 2/3 et en les 
additionnant membre a membre nous en deduisons la dependance directe entre 
y et x : 

2 2 2 

x 3 + y 3 = a 3 (cos 2 t + sin 2 t ) . 



x 3 + y 3 = a 3 (5) 

Nous verrons par la suite (voir § 12, chap. V) que 
cette courbe a bien la forme representee sur la figure 
79. Cette courbe peut etre definie comme la 
trajectoire decrite par un point d'une circonference 
de rayon a/4 roulant sans glisser sur une autre 
circonference de rayon a (le petit cercle reste 
constamment a l'interieur du grand) (voir fig. 79). 

Fig. 79 

Remarque 2. Notons que les equations (4) et (5) ne definissent pas qu'une 
seule fonction y = f (x). Elies definissent deux fonctions continues sur le 
segment -a < x < +a. L'une d'elles ne prend que des valeurs non negatives et 
Fautre que des valeurs non positives. 




§ 18. Derivee d'une fonction donnee sous forme 
parametrique 



Soit une fonction v de x donnee par les equations parametriques 



x = <p(t), 1 

y = mj 



to<t<T 



Supposons que ces fonctions sont derivables et que la fonction x = (p (t) admet 
une fonction inverse / = O (x) egalement derivable. Dans ce cas la fonction y =f 
(x) definie par les equations parametriques peut etre consideree comme une 
fonction composee : 
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y= K V(t), t = 0{f), 
ou t est une variable intennediaire. 

D'apres la regie de derivation des fonctions composees on a 

y x =yVx = %(t)®'x(x). 

II resulte du theoreme relatif a la derivation des fonctions inverses que: 

<w=4-. 

En reportant cette expression dans la formule (2) il vient 

y'x=^r y' x =^r. (XXI) 

<P (0 X, 



Cette formule pennet de calculer la derivee y x de la fonction parametrique, 
sans connaitre explicitement la dependance entre y et x. 

Exemple 1 . La fonction y de x est donnee par les equations parametriques 
x = a cos/,1 



y = b sin t, 



(0 < t < 7t) 



dv k 

Calculer la derivee — : 1) pour t quelconque ; 2) pour t = — . 

dx 4 

Solution. 

, . . (a sin/)' a cost , • 71 

^)y x =7 jr = — = -ctg /; 2 ){y x ) , = ctg =el 

(a cost) -asm/ t=- 4 

Exemple 2. Trouver le coefficient angulaire de la tangente a la cycloide 
x = a(/-sin /), 1 

1 en un point quelconque (0 < / < 2n). 
y = a(/-cos/),J 

Solution. Le coefficient angulaire de la tangente est egal en chaque point a la 



valeur de la derivee y x en ce point, c'est-a-dire y x = — 



x t = a ( 1-cos /), y, = a sin /. 



- ■ t t 
2 sm — cos — 
2 2 



Par consequent, y x = — = — = ctg - = tg - - - . 

a(l-cos/) 2 sin 2 — 2 2 ' 

2 

Ainsi, le coefficient angulaire de la tangente a la cycloide est egal en chaque 



point a tg , ou / est la valeur du parametre correspondant a ce point. 

2 2 J 



tangente hyperbolique 
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Mais cela signifie que Tangle a forme par la tangente et l'axe des x est egal a 
— - — (pour les valeurs de t comprises entre -n. et 71 ) *). 



§19. Fo notions hyperboliques 




Dans de nombreuses applications de l'analyse 
mathematique on rencontre frequemment les 
combinaisons des fonctions exponentielles telles 
que I /2 (e v - e x ) et 'A (e r + e x ). On considere ces 
combinaisons comme de nouvelles fonctions que 
l'on note comme suit: 




La premiere de ces fonctions est hyperbolique, la seconde cosinus hyperbolique. 

Ces deux fonctions permettent d'en defmir deux autres th x = ^21 e t 

ch x 



cth x = 



ch x 
sh x 



En effet, le coefficient angulaire est egal a la tangente de Tangle a forme par la 
tangente a la courbe et l'axe Ox. C'est pourquoi 

,g< ” tg 0K) 

et a = — - — pour les valeurs de t telles que — - — est compris entre 0 et 71 . 

2 2 2 2 
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thx = - 



ch x - 



cotangnte hyperbolique 



(1) 



II est evident que les fonctions sh x, ch x, th x sont 
definies pour toutes les valeurs de x. Toutefois la 
fonction cth x est definie partout a l'exclusion du point 
x = 0. 

Les graphiques des fonctions hyperboliques sont 
represents sur les figures 80, 81, 82. 

II resulte de la definition des fonctions hyperboliques 
sh x et ch x [formules (1)] que nous venons de donner 
des identites analogues a celles que verifient les 
fonctions trigonometriques : 

ch 2 x — sh 2 x = 1, (2) 
ch (a + b) = ch a ch b + sh a sh b, (3) 

sh (a + b) = sh a ch b + ch a sh b. (3’) 




En effet, 
ch 2 x — sh 2 x = 
Remarquons que 



( X . —x^ 


2 


( X 




e +e 




e 


-e 


{ 2 2 




V 


2 J 



2x , . -2x 2x . r\ -2x 

e +2 + e —e +2 — e 



=1 



ch(a + b ) = 



„ a+b , —a—b 

e +e 



nous trouvons 



cha ch b + sha sh b = 



a , —a b , —b a —ab —b 

e +e e +e e -e e -e 



„ a+b . —a+b . „a—b . —a—b . „a+b —a—b „a—b , —a—b ^ a+b , —a—b 

e +e +e +e +e -e -e +e e +e 



= ch (a + b) 



On demontre d’une maniere analogue l'identite (3'). 

L'expression « fonctions hyperboliques » est due au fait que les fonctions sh t 
et ch t tiennent dans les equations parametriques de Thyperbole 

x 2 - y 2 = 1 



le meme role que les fonctions sin t et cos t dans les equations parametriques du 
cercle x 2 + v 2 = 1 

En effet, en eliminant le parametre t entre les equations 
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on trouve : 
ou 



x = cos t, y = sin t 
x 2 + y 2 =cos 2 1 + sin 2 1 
x 2 + y 2 = 1 (l'equation du cercle). 



De meme, les equations 

x = ch t, y = sh t 
sont les equations parametriques de l'hyperbole. 




En effet, en elevant au carre les deux membres de ces equations et en 
retranchant la deuxieme de la premiere, on trouve: 



x 2 - y 2 = ch 2 1 - sh 2 t. 



Puisque l’expression figurant au second membre est egale a l’unite en vertu de 
la formule (2), on a en definitive: 

x 2 - y 2 = 1 



c’est-a-dire l’equation de l’hyperbole. 



Considerons le cercle d’equation x 2 +y 2 = l(fig. 83). Dans les equations x = cos 
t, y = sin t la valeur numerique du parametre t est egale a l’angle au centre AOM 
ou au double de la surface S du secteur AOM, puisque t = 2S 
Indiquons sans le demontre, que le parametre t, qui entre dans les equations 
parametriques de l’hyperbole 

x = ch t, y= sh t. 



est aussi numeriquement egal au double de la surface du « secteur 
hyperbolique » AOM (fig. 84). 



Les derivees des foncyions hyperboliques sont donnees par les formules : 

1 1 



(shx)' = chx, (thx)' = 



(chx)'=shx, (cth x)'= -- 



(XXII) 



qui decoulent directement de la definition des fonctions hyperboliques ; par 



exemple, pour la fonction sh x = - 



- nous avons : 



(sh x)' = 



§20. Differentielle 

Soit v =/ (x) une fonction derivable sur le segment [a ,b]. On a defini la derivee 
de cette fonction au points du segment [a, b] par la relation : 



Le rapport ^pour Ax— >0 tend vers un nombre determine f\x), et, par 
Ax- 

consequent, differe de la derivee /’(x) d’une quantite infiniment petite : 

Ay 

— = f\x) + a 

Ax 

ou a— >0 quand Ax— >0. Multiplions tous les termes de cette egalite par Ax ; nous 



A y =f’(x ) Ax + a Ax 

Puisqu’en general /’(x)^0, le produit /’(x) Ax est, pour x constant et Ax variable, 
une quantite infiniment petite du meme ordre que Ax quand Ax->0. Par contre, 
le produit a Ax est toujours une quantite infiniment petite d’ordre superieur par 
rapport a Ax, puisque 

aAx 

lim — — = lim a - 0 

A.V— >0 Ax Ax— >0 

Ainsi, l'accroissement Ay de la fonction y se compose de deux termes ; le 
premier [pour /’ (x) ^ 0] est appele la partie principale de 
l'accroissement, c'est une fonction 1 i n e a i r e de Ax. On appelle differentielle 
le produit/ (x) Ax et on le designe par la notation dy ou df (x). 



Ainsi si la fonction y = / (x) admet une derivee / (x) au point x, on appelle 
differentielle de cette fonction et l'on note dy le produit de la derivee / 
(x) en ce point par l'accroissement de la variable independante Ax : 



dy =f (x) Ax. (2) 
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Calculons la differentielle de la fonction y = x. Dans ce cas 

y’ = (x)’ = 1, 



et, par consequent, dy = dx = Ax ou dx = Ax. Ainsi, la differentielle dx 
de la variable independante x s'identifie avec son 
accroissement Ax. L'egalite dx = Ax aurait pu etre prise pour definition de 
la differentielle de la variable independante, et l'exemple precedent montre bien 
que cette definition ne contredit pas la definition generale de la differentielle 
d'une fonction. Pour tous les cas la fonnule (2) peut etre mise sous la fonne : 

dy = /' (x) dx. 

Mais il vient de cette relation que : 



/' w=A 

dx 



Par consequent, la derivee f (x) peut etre consideree 
comme le rapport des differentielles de la fonction et 
de la variable independante. 

Revenons a l'expression (1) qui d'apres (2) peut etre recrite comme suit 

Ay = dy + a Ax. 



Ainsi, l'accroissement de la fonction differe de la differentielle de cette fonction 
par une quantite infiniment petite d'ordre superieur par rapport a Ax. Si f (x) # 
0, alors aAx est aussi un infiniment petit d'ordre superieur par rapport a dy et 



Ay aAx 

llm = 1 + llm fu x A 

A.V— >0 Ax A.t— >0 J (x)Ax 



C'est pourquoi, on use frequemment dans certains calculs numeriques de 
l'egalite approchee 

A y*dy (4) 

ou sous fonne explicite 

fix + Ax) -f{x) «/’ (x) Ax, (5) 

ce qui simplifie les calculs. 



Exemple 1 . Trouver la differentielle dy et l'accroissement Ay de la fonction y 
= x 2 

1 ) pour des valeurs arbitraires de x et de Ax; 

2) pourx = 20, Ax = 0,1. 



Solution. 1) Ay = (x + Ax) 2 -x 2 =2x Ax + Ax 2 , 
dy = (x 2 )’ Ax = 2x Ax. 

2) Si x = 20, Ax = 0,1, alors 



Ay = 2-20-0,1 + (0, 1 ) 2 — 4,0 1 , 
dy = 2-20-0,1 = 4,00. 

L'erreur commise en remplaqant Ay par dy est egale a 
0,01. Dans de nombreux cas on peut 1'estimer 
insignifiante par rapport a Ay = 4,0 1 et la negliger. 

Le probleme considere est illustre par la figure 85. 
Pour les calculs numeriques on utilise egalement 
l'egalite approchee qui decoule de (5) 

fix + Ax) * fix) +/’ (x) Ax. (6) 



Exemple 2. Soit / (x) = sin x, alors f (x) =cos x. I * x 
Dans ce cas l'egalite approchee (6) devient: 

sin (x + Ax) a sin x + cos x Ax. (7) 

Fig. 85 

Calculons la valeur approchee de sin46°. Posons x=45°= ji/ 4 , Ax = l°=7t/180, 

46° = 45° + l° = - + — . 

4 180 



En reportant dans (7) nous avons: 

. .„ . f n n 

sin 46 = sin — H 

1 4 180 



. 31 31 31 

> sin — I cos — 

4 180 4 



sin 46° « — + — — = 0,707 1 + 0707 1 • 0,0 1 75 = 0,7 1 94 . 

2 2 180 

Exempt e3. Si Ton pose x = 0, Ax = a dans la formule (7), on a l'egalite 
approchee 

sin a a a. 

Exemple 4. Si / (x) = tg x, nous avons en vertu de la formule (6) l'egalite 
approchee: 

tg (x + Ax) a tg x H — Ax , 



pour x = 0, Ax = a nous avons: 



tg a a a. 



Exemple 5. Si fix) = fx , il vient de la formule (6) : 

Vx + Ax a yfx H — Ax . 

2 vx 



Posantx = 1, Ax = a on a l'egalite approchee: 
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Vl + a « 1 + — a . 

2 

Le probleme de calcul de la differentielle est equivalent a celui de la derivee, 
puisque en multipliant cette derniere par la differentielle de la variable 
independante, on obtient la differentielle de la fonction. C'est pourquoi la 
majorite des theoremes et fonnules relatifs a la derivee sont valables pour la 
differentielle. Par exemple : 



La differentielle de la somme de deux fonctions dif ferentiables u et v estegale a 
la somme des differentielles de ces fonctions: 

d ( u + v) — du + dv. 

la differentielle du produit de deux fonctions differentiables u et v est donnee 
par la formule 

d ( uv ) = u dv + v du. 

Demontrons, par exemple, la derniere formule. Si y = uv, alors 
dy = v'dx = ( uv' + vu')dx = uv'dx + vu'dx, 

mais 

v' dx = dv, u' dx = du, 

d’ou 

dy = u dv +- v du. 

D'une maniere analogue on pourrait demontrer egalement d'autres fonnules, par 
exemple, celle de la differentielle du rapport de deux fonctions 

u , . vdu - udv 

si y = — , alors dv = . 

v " v 2 

Voici quelques exemples de calcul de la differentielle. 

exemple 6. v = tg 2 x, dv = 2tg x — - — dx 

cos 2 * 



Exemple 7. y = 





dx 

x 



Determinons la differentielle d'une fonction composee. Soit 
y =/(«), » = <P to ou v =/[tp (*)] 



En vertu de la regie de derivation des fonctions composees 

dx 

Par consequent, 

dy = f u (u)<p'(x)dx 



Mais <p \x)dx = du, d'ou 
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dy =f (u) du. 



Ainsi, la differentielle d'une fonction composee s 'exprime de la meme maniere 
que si la variable intermediate a etait une variable independante. En d'autres 
tennes, la differentielle d'une fonction f (*) ne depend pas du fait que x est une 
variable independante ou une fonction d' une autre variable. Cette propriety 
importante de la differentielle qui consiste dans I'invariance de la differentielle 
sera largement utilisee par la suite. 

Exemple 8. Soit la fonction y = sin 4x . Calculer dy. 

Solution. Mettons cette fonction sous la forme d'une fonction composee 

v=sin u, u = -Jx 



nous trouvons : 



dy = cos u — — dx 
2fx 



mais — — dx = du , on peut done ecrire 
2fx 

dv = cos udu et dv = cos[yfx^d y*i 



§ 21. Interpretation geometrique de la differentielle 



Considerons la fonction y =f (x) et la courbe correspondante (fig. 86). 

Prenons sur la courbe y = f (x) un point arbitraire M (*, y) et menons la tangente 
a la courbe en ce point. Designons par a 1' angle ) 




Fig. 86 Fig. 87 

que cette tangente forme avec l'axe des * positifs. Donnons a la variable 
independante * un accroissement Ax ; alors, la fonction subit un accroissement 
Av = NM\. Aux valeurs x + Ax, y + Ay correspond sur la courbe y =f (x) le point 
M x (x + Ax, y + Av). On deduit du triangle MNT que 



En supposant que la fonction/ (x) a une derivee finie au point x,onaa# rc/2 



NT=MN tga; 
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puisque 

alors 



tg a =f ( x ), MN = Ax, 



NT=f (x) Ax; 

mais en vertu de la definition de la differentielle/(x) Ax = dy. Ainsi, 

NT=dy. 



Cette demiere egalite exprime que la differentielle de la fonction f (x) 
correspondant aux valeurs x et Ax est egale a Vaccroissement de I'ordonnee de 
la tangent e a la courbey =f(x) au point x donne. 

II vient directement de la figure 86 que 

M\T= Ay- dy. 



D'apres ce qui a ete demontre anterieurement nous avons: 

M,T 

> 0 quand Ax -» 0. 

NT 

II ne faut pas penser que l'accroissement Ay est toujours plus grand que dy. 
Ainsi, sur la figure 87 

Ay = MN, dy = NT, mais Av < dy. 



§ 22. Derivees de differents ordres 



Soit y = f (x) une fonction derivable sur le segment [a, b\. Les valeurs de la 
derivee/ (x) dependent generalement de x, en d'autres tennes la derivee/ (x) 
est aussi une fonction de x. En derivant cette fonction nous obtenons la derivee 
seconde de la fonction fix). 

La derivee de la derivee premiere est appelee derivee du second ordre (derivee 
seconde) ou derivee d'ordre deux de la fonction initiale; on la designe par le 
symbole y" ou/' (x) 

Ainsi, si y = x 5 , alors y ' = 5x 4 ; _v"= (5x 4 )’ = 20x 3 . 

La derivee de la derivee seconde est appelee derivee du troisieme ordre (derivee 
troisieme) ou derivee d'ordre trois; on la designe par le symbole y"' ou f m (x) . 
Plus generalement, on appelle derivee du nieme ordre (derivee nieme) ou 
derivee d'ordre n de la fonction / (x) la derivee (du premier ordre) de la derivee 
d'ordre (« - 1) ; on la designe par le symbole v tn) ou/ n) (x) 



^ ))’=/<") (X). 
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(L'ordre de la derivee est mis entre parentheses pour eviter toute confusion 
possible avec l'exposant indiquant la puissance a laquelle cette fonction est 
elevee.) 

On designe egalement les derivees d'ordre quatre, cinq, etc., a l'aide des chiffres 
remains : / v , y v y vl . . . Dans ce cas, il est inutile d' employer les parentheses. 

Par exemple, si v = x 5 , alors y' = 5x 4 , y" = 20x 3 , v m = 60x 2 , v IV = v (4) = 120x, v v 
= v <5) 

= 120, v (6) = y 7) = . . . = 0. 

Exemple 1 . Soit donnee la fonction y = <? kx ( k = const). Trouver l'expression 
generale de la derivee d'ordre n. 

Solution . y'= ke kx ,y" = k 2 e kx , . . ,,y(n ) = k n e kx . 

Exemple 2. v = sin x. Trouver y ln) . 




On obtient d'une maniere analogue les formules donnant la derivee n leme de 
certaines fonctions elementaires. Le lecteur calculera facilement la derivee n ,eme 
des fonctions y = x k , y = cos x, y = Log x. 

Les regies indiquees dans les theoremes 2 et 3 du § 7 peuvent etre aisement 
etendues au cas general des derivees d'ordre n. 

En particular, nous trouvons les formules : 

(« + v) (n) = u (n) + v (n) , (Cu) (n) = Cu (n) 

Nous allons etablir la formule (dite formule de Leibniz) qui pennet de calculer 
la derivee n' eme du produit de deux fonctions u (x) v (x). Pour obtenir cette 
formule calculons successivement les derivees premieres afin d'etablir la loi 
generale qui donne la derivee d'un ordre quelconque n : 
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y = uv, 

y' = u'v + uv ’ 

y'"= u"v + u'v'+ u'v'+ uv"= u"v + 2 u V .+ uv", 
y"= u'"v + u'V + 2u"v'+ 2u'v"+ u'v" + uv"' 

= u'"v+ 3u"v'+ 3u'v"+ uv"', 
y IV = u N v + 4 u "'v' + 6 u "v" + 4 u V + uv w . 

Nous voyons que la loi de formation des derivees est valable pour les derivees 
d'ordre quelconque et s'enonce ainsi : il faut developper l'expression ( u + v) n par 
la formule du binome de Newton et remplacer dans le developpement les 
exposants de a et de v par les ordres correspondants des derivees; en outre, les 
exposants zero (u° = v° = 1) qui entrent dans la composition des termes 
extremes du developpement doivent etre respectivement remplaces par les 
fonctions u ou v (c'est-a-dire par les « derivees d'ordre zero ») 

(n) / \(n) in) in- 1) t u(n — 1) {n-2) it ( n ) 

v = (uv) =u v + nu vh u v +...+UV . 

1-2 

C'est precisement la formule connue sous le nom de formule de Leibniz. La 
demonstration rigoureuse de cette formule est basee sur la methode d'induction 
(c'est-a-dire, en supposant que la formule est vraie pour l'ordre n, on demontre 
qu'elle l'est encore pour l'ordre n + 1). 

Exemple 3. y = e ax x 2 . Calculer la derivee y . 

Solution. 

ax 9 

u = e , v = x , 

I ax f rs 

u = ae ,v=2x, 

in 9 ax m ^ 

u -a 2 e , v =2, 



(n) n ax m IV a 

u - a e , v =v = ... = 0 

(n) n ax 9 , n— 1 ax ^ — 1) n—2 ax ^ . 

y -a e x z + na e • 2x-i a e -2 

1-2 

ou 

yin) =e a^ a n x 2 + n - 1 ^ + _ 1)a n-2 j 

§ 23. Differentielles de diffe rents ordres 

Soit y = f (x) une fonction de la variable independante x. La differentielle de 
cette fonction 



dy =f (x) dx 
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est une fonction de x, mais seul le facteur f (x) depend de x ; le second 
facteur dx est l'accroissement de la variable independante x et ne depend pas de 
la valeur de x. Puisque dv est fonction de x, nous sommes en droit de considerer 
la differentielle de cette fonction. 

On appelle differentielle seconde ou differentielle d'ordre deux d'une fonction la 
differentielle de la differentielle de cette fonction, on la note ddy 

d (dy) = d 2 y. 

Determinons l'expression de la differentielle seconde. En vertu de la definition 
de la differentielle nous avons 

c f-y = \ f (x) dx]' dx. 

Puisque dx ne depend pas de x, nous pouvons sortir dx de dessous le signe de la 
derivation et nous avons : 

d 2 V =f (x) (dx) 2 . 

II est d'usage d'omettre les parentheses quand on note le degre de la 
differentielle. Ainsi. on ecrit dx 2 au lieu de (dx) 2 en ayant en vue le carre de dx ; 
au lieu de (dx) 3 on ecrit dx 3 , etc. 

De meme, on appelle differentielle troisieme ou differentielle d'ordre trois la 
differentielle de la differentielle seconde 



d 3 v = d (d 2 v) = [f ’ (x) dx 2 ] ’ dx =/’ ’ ’ (x) dx 3 , 

Plus generalement, on appelle differentielle n‘ eme ou differentielle d'ordre n la 
differentielle premiere de la differentielle d'ordre (n - 1) 



d n y = d (d" l y) = [f" I] (x) dx"' 1 ]’ dx =, 
d”y f n) (x) dx" (1) 

Les differentielles de differents ordres permettent d'exprimer les derivees 
d'ordre quelconque sous forme du rapport des differentielles des ordres 
correspondants: 



f(x)= : ; f"(x) = 



:f W (x) = - 



Remarque.il faut noter, toutefois, que les formules ( 1 ) et (2) (pour n > 1 ) ne 
sont valables que dans le cas ou x est une variable independante. En effet soit 
donnee une fonction composee 

y = F(u ), u = cp(x). (3) 



Nous avons vu que la differentielle du premier ordre possede une forme 
invariante, independamment de ce que a est une variable independante ou une 
fonction de x 



dy = F’ u (u)du (4) 
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La seconde differentielle et les differentielles suivantes ne possedent pas 
cette propriety. 

En effet nous obtenons en vertu de (3) et (4) 

d 2 y = d (F\ (u) du). 

Mais ici du = cp' (x) dx depend de x, de sorte que nous obtenons 
dy — d (F’ u («)) du + F’ u (u) d (du), 
ou 

d 2 y = F ” uu (u) (du) 2 + F’ u (u) d 2 u, ou d 2 u = (p" (x) (dx) 2 . (5) 

On trouve d'une maniere analogue d 3 v, etc. 

Exemple 1 . Trouver dy et d 2 y pour la fonction composee y=sin u, u = 4x . 
Solution. 

dv = cos u — — dx = cos u du . 

2*h 

Nous obtenons ensuite en vertu de la formule (5) 

d 2 y = - sin u(du) 2 + cos ud 2 u = - sin u(du) 2 + cos u ■ u"(dx) 2 = 

r \ 2 f \ 

1 ) 1 

-sin u — — (dx) 2 + cosu — — (dx) 2 

y 2yx ) \4x 21 , 

§ 24. Derivees de differents ordres des fonctions 
implicites et des fonctions donnees sous forme 
parametrique 



1. Montrons sur un exemple concret comment il faut calculer les derivees de 
differents ordres des fonctions implicites. 

Supposons que la fonction implicite y de x est donnee par l'egalite . 

^ + ^-1 = 0 ( 1 ) 
a 2 b 2 

Derivons par rapport a x les deux membres de cette egalite, en considerant y 
comme fonction de x 

2x , 2 - v d y a . 



a 2 b 2 dx 



d'ou nous trouvons: 



( 2 ) 



verivons de nouveau cette demiere egalite par rapport a x (ayant en vue que 
y est fonction de x) 

dv 

d 2 y _ b 2 y ~ x Yx 

dx a 2 y 2 

Remplaqons ici la derivee — par son expression tiree de l'egalite (2), nous 

dx 



b 2 x 

v + x 

d 2 v _ b 2 a 2 y 

dx 2 a 2 y 2 

d 2 y _ b 2 (a 2 y 2 + b 2 x 2 ) 

dx 2 a 4 v 3 



ou, apres simplification 



II vient de l'equation (1) que 

a 2 v 2 + b 2 x 2 = a 2 b 2 , 

et la derivee seconde pent se mettre sous la forme 

d 2 y _ b A 
dx 2 a 2 y 3 

En derivant cette derniere expression par rapport a x nous trouvons 



2. Calculons a present les derivees d'ordre superieur d'une fonction donnee sous 
forme parametrique. 

Supposons que la fonction y de x soit donnee par les equations parametriques 
suivantes 

x = <p(t), 1 

\, t 0 <t<T, (3) 

y=mj 



ou la fonction x = (p (/) admet sur le segment [f 0 , 7] une fonction inverse t = O 

(x). 



Au § 18 nous avons demontre que, dans ce cas, la derivee — est donnee par la 

dx 



formule : 
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dy 

^ = (4) 

dx dx 

dt 

d 2 y 

Pour calculer la derivee d'ordre deux — — derivons (4) par rapport a x ayant en 

dx 2 

vue que t est une fonction de x : 





( dy ') 




( dy ") 




d 2 y d 


dt 


_ d 


dt 


dt 


dx 2 dx 


dx 


dt 


dx 


dx ’ 




K dt j 




\dt j 





dx dv 2 dy d 2 x 
dt dt 2 dt dt 2 



( dx^\ 






ydt J 




i, dt J 



r dy \ dx d (dy j dy d f dx ~) dx dy 2 dy d 2 x 

d_ t_ = dt dt\ dt J dt dt [ dt ) = d t ^t 2 dt dt 2 

dt dx^ ^ ^A 2 f fa A 2 

dt _ 1 
dx dx 
dt 

En substituant ces demieres expressions dans la formule (5) nous avons: 

dx d 2 y dy dx 2 
d 2 y _ dt dt 2 dt dt 2 
dx 2 (, 



On peut donner a cette demiere formule une forme plus compacte 
d 2 y _ (p\t)y/"(t)-y/\t)(p"(t) 

dx 2 [<p'(t)Y 

D'une maniere analogue on peut trouver les derivees 

1 3 / 4 

ay a y 



Exemple. Soit la fonction y de x exprimee par les equations parametriques 
suivantes 

x = a cos t,y = b sint. 



Calculer les derivees 



d 2 y d 2 v 
dx 2 dx 2 



Solution. 



dx 

— = -a sm t\ 
dt 

dv 

— = bcost; 
dt 



- = -a cos t; 



- = -b sin t ; 



dx b cos t b 

— = : — = ctg t; 

dt -a sm t a 

d 2 y (-a sin t)(-b sin t) - (b cos t)(-a cos t) _ b 1 
dx 2 (-a sin/) 3 a 2 sin 3 t 

§ 25. Interpretation mecanique de la derivee seconde 

La distance s, parcourue par un mobile anime d'un mouvement de translation, 
s'exprime en fonction du temps t par la formule : 

s =/(*)■ (1) 

Comme nous l'avons deja vu (voir § 1, ch. Ill), la vitesse v d'un mobile a un 
instant donne est egale a la derivee par rapport au temps de la distance 
parcourue 

ds 

v = — • (2) 

dt 

Supposons qu'a l'instant t la vitesse du mobile est egale a v. Si le mouvement 
n'est pas uniforme, pendant l'intervalle de temps At, compte a partir de l'instant 
t, la vitesse variera et subira un accroissement Av. 

On appelle acceleration movenne, dans l'intervalle de temps At, le rapport de 
1'accroissement de la vitesse Av a l'accroissement du temps At 

Av 



On appelle acceleration a 1' instant donne la limite du rapport de l'accroissement 
de la vitesse a l'accroissement du temps quand ce dernier tend vers zero 

Av 

a - lim — • 

4H0 At 

en d’autres tennes, l'acceleration (a l'instant donne) est egale a la derivee de la 
vitesse par rapport au temps : 

dv 




ds 

mais puisque v = — , alors 
dt 
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_ d f ds 'i _ d 2 s 
dt\dt) dt 2 

c'est-a-dire que Facceleration du mouvement rectiligne est egale a la derivee 
seconde de la distance par rapport au temps. Nous trouvons de l'egalite (1) 

a=f{t). 

Exemple. Trouver la vitesse v et Facceleration a d'un corps en chute libre si 
le chemin parcouru s s'exprime en fonction du temps t par la formule 

s=~gt 2 + v 0 t+s 0 ( 3 ) 

ou g = 9,8 m/s 2 est Facceleration de l'attraction terrestre et s 0 = St= 0 la valeur de s 
a F instant t = 0. 

S o 1 u t i o n . En derivant (3) nous trouvons 

ds 

v = — = gt + v 0 ; (4) 

dt 

il vient de cette formule que v 0 = (v)^. 

En derivant de nouveau nous trouvons: 

dv d 2 s 

a = — = = g . 

dt dt 2 

Inversement, remarquons que si Facceleration d'un mouvement est constante et 
egale a g, alors la vitesse est donnee par la formule (4), le chemin parcouru par 
la formule (3) a condition que (v),= 0 = v 0 et (s),= 0 = s a . 

§ 26. Equations de la tangente et de la normale. 
Longueurs de la sous-tangente et de la sous-normale 

Considerons la courbe d' equation v =/ (x) Choisissons sur cette courbe un point 
M (xi, Vi) (fig. 88) et ecrivons Fequation de la tangente a cette courbe au point 
M, en supposant que cette tangente ne soit pas parallele a l'axe des ordonnees. 
L'equation de la droite passant par le point Met de coefficient angulaire k est de 
la forme 

v-.Vi = k(x-x0 

Pour la tangente (voir § 3), 

k =f (xi), 



done Fequation de la tangente est 
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y-y i =f(x i)(x-xi). 

Tres souvent on est amene a considerer, outre la tangente, la normale a la 
courbe en un point donne. 



Definition: On appelle normale a une courbe en un point donne la droite 
passant par ce point et perpendiculaire a la tangente en ce point. 

II decoule immediatement de cette definition que le coefficient angulaire k n de 
la normale est lie au coefficient angulaire k t de la tangente par la relation 



c est-a-dire 
Fig. 88 




1 

/’(* i) ' 




Par consequent, Fequation de la normale a la courbe v =/ (x) au point M (x b 
Vi) est de la forme 

y-y i =" * , (*~*i)- 

fix i) 



Exemple 1 . Ecrire Fequation de la tangente et de la normale a la courbe y = 
x 3 aupointM(l; 1). 



Solution. Comme v'= 3x 2 , le coefficient angulaire de la tangente est egal a 

(/),=i =3. 

Par consequent, Fequation de la tangente est y - 1 = 3 (x - 1 ) ou y = 3x - 2. 
L'equation de la nonnale est: 

v-l = -^-(x-l) 
ou 




(voir fig. 89). 

La longueur T du segment QM (fig. 88) de la tangente, compris entre le point de 
tangence et l'axe Ox, est appelee longueur de la tangente. 

La projection du segment QM sur l'axe Ox, c'est-a-dire le segment QP , est 
appelee la sous-tangente. On designe par ST la longueur de la sous-tangente. La 
longueur N du segment MR est appelee la longueur de la normale et la 
projection RP de ce segment sur l'axe Ox la sous-normale. On designe la 
longueur de la sous-normale par S N . 
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Fig. 89 Fig. 90 



Trouvons les expressions de T, S T , N, S N pour une courbe y = f (x) en un point 
donne M (x u Vi). II vient de la figure 88 que 

QP = I v,ctg a| = — = . 

tga y ! 

d' ou 




On trouve egalement : 

PR = |vitg a| = | vi -y[ \, 

d'ou 



s n =\yiy [\ > n - +( y l y[ 2 ) 




Ces formules ont ete etablies en supposant vi > 0, v’i > 0 ; cependant elles sont 
aussi valables dans le cas general. 



Exemple 2. Trouver l'equation de la tangente et de la nonnale, la longueur 
de la tangente et de la sous-tangente, la longueur de la normale et de la sous- 
normale a l'ellipse 

x = a cos t, y = b sin t(\) 
au point M (x h vi) pour lequel t = jt/4 (fig. 90). 

S o 1 u t i o n . II vient de l'equation (1) que 

dx dv dv b ( dv' \ b 

— = -a sm t; — = b cos t; — = ctg t; — = 

dt dt dx a 'ydx ) t= y a 

4 

calculons les coordonnees du point de tangence M 
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x i=(x) n =-i=’ y\=(y) *=-!=■ 

'=1 V2 '=7 V2 



L'equation de la tangente est 



b b a 

y — — = x — — 

V2 a l V2 



bx + av - abyfl = 0 . 



L'equation de la nonnale est 



b a a 

y — r = T x — r ’ 
V2 H V2 



(ax — by)-j2 - a 2 + b 2 = 0 . 

Les longueurs de la sous-tangente et de la sous-nonnale sont respectivement: 
b 

C _ V2 _ py P _ b ( b)_ b> 

T= _b_ =a ^> Sn = A~^) = «vr 



Les longueurs de la tangente et de la normale sont 






§ 27. Interpretation geometrique de la derivee du rayon 
vecteur par rapport a I'angle polaire 



p=m a) 

l'equation d'une courbe en coordonnees polaires. On a entre les coordonnees 
polaires et les coordonnees cartesiennes les relations x = p cos 0, y = p sin 0. 

En remplaqant dans ces demieres fonnules p par son expression en fonction de 
0 tiree de l'equation (1) nous avons: 




X = /(0)cos(0) 
y = /( 0 )sin( 0 )_ 



( 2 ) 
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Les equations (2) sont les equations parametriques de la courbe consideree; le 
parametre est ici l'angle polaire 0 (fig. 91). 

Designons par tp Tangle forme par la tangente a la courbe au point M (p,0) et le 
sens positif de l'axe des x; nous avons: 

y \ 

V 



y 


v 






J/ 






A\ a 


0 


/ X 



s' / dc, 

f\ — sin 0 + p cos 0 

® 

— cos 0 - p sin 0 
dQ 

Fig. 91 

Designons par p Tangle forme par le rayon vecteur et la tangente. II est evident 
que p = cp - 0 , 

tgp-tg 0 

tgp = . 

l+tg^g 0 

Remplapons dans cette demiere formule tgq> par l'expression (3) et apres 
transformation nous avons : 

(p 'sin 0 + pcos 0 )cos 0 - (p'cos 0 - psin 0 )sin 0 p 
(p cos 0 - psin 0 )cos 0 + (p ’sin 0 + pcos 0 )cos 0 p ' 



ou 

p'e =pctgp 

Ainsi, la derivee du rayon vecteur par rapport a Tangle polaire est egale a la 
longueur du rayon vecteur multipliee par la cotangente de Tangle forme par le 
rayon vecteur et la tangente a la courbe au point considere. 



Exemple. Montrer que la tangente a la spirale logarithmique 
p = <? a0 coupe le rayon vecteur sous un angle constant. 

Solution. II vient de Tequation de la spirale p ’= a e a0 . En vertu de la 
formule (4) nous avons: 

ctg p = — = a, c'est-a-dire p = arc ctg a = const. 

P 
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Exercices 

Trouver la derivee des fonctions en se servant de la definition de la derivee : 



1 ,y = x 3 . Rep. 3x 2 . 
3. y = Jx Rep. 



2. y = —. Rep. - *- 

x x 2 

4- y - ~j= Rep- X -j= ■ 

yx 2xyx 



5. y = sin 2 jc. Rep. 2 sin x cosx. 6 . y =2x 2 - x. Rep. 4x - 1. 

Trouver les tangentes des angles formes par les tangentes aux courbes et 
Taxe des x positifs: 

7. y = x 3 . a) Pour x = 1. Rep. 3. b) Pour x = -1. Rep. 3; construire le graphique. 

8 . — a) Pour x = — . Rep. -4. b) Pourx = 1. Rep. -1 ; faire le dessin. 

x 2 

9. y = yfx pour z=2. Rep. - ^ - . 

Calculer les derivees des fonctions suivantes : 



10. y = x + 3x 2 - 6 . Rep. y'= 4x 3 + 6x. 11 ,y= 6x 3 - x 2 . Rep. y'= 18x 2 - 2x. 

x 5 x 2 „ , , 5x 4 2x 

12. v = x Rep. v = 1 

a+b a-b ' a+b a-b 

.. x 3 -x 2 + l , 3x 2 -2x 

13. v = .Rep. v = . 

5 5 

f 2x 

14. v = 2ax 3 -- — he. Rep. v' = 6 ax 2 — — . 

b ' b 

7 / 5 / 5 / 3 / 

15. v = 6x 22 +4x' 2 +2x . Rep. y' = 21jr 2 +10x 22 +2 . 

,, pr~ 3 j 1 , , J3 1 1 

16. v = V 3x+yx + — .Rep. v = — 1 = • 

^ ' 2y[x 3\[x 2 X 2 

„ (^ + 1 ) 3 n - - 3(x + l) 2 (x + l) 

17. y=—y - - Rep- y = y • 

x 22 2 x 22 

„ x m x 1 n 2 „ , , 1 m 2x 2 n 2 

18. v = — i h — + — .Rep. y = + . 

m x n 2 x 2 m x 2 n 2 x 3 

^1 1 

19. = Ifx 2 -2y[x +5 . Rep. y' = — — . 

' 3 ^ 




136 



137 



x 2 b \[x 



5 2/ 3,-5/ 1 -7/ 



20. v = — =h = — = . Rep. v' = — ax /3 — bx /2 ~ 

' ^ 3 2 

21. _v = (1 + 4x 2 )(l + 2x 2 ) . Rep. y' = 4x(l + 3x + 10x 3 ) . 

22. y = x(2x-l)(3x + 2) . Rep. y' = 2(9x 2 + x-l) . 

23. v = (2x -l)(x 2 -6x + 3) . Rep. y' = 6x 2 — 26x + 12 . 

2x 4 , , 4x 3 (26 2 -x 2 ) 

24. v = . Rep. v = . 

' b 2 -x 2 ’ (6 2 -x 2 ) 2 

a-x , 2 a 

25. v = . Rep. v =-- -. 

a + x ( a+x ) 2 

. , .. . I 3 , . t 2 (3 + t 2 ) 

26. /(/) = . Rep. /(f) = — -. 

1 + f 2 F -2 w (1 + f 2 ) 2 

„„ (5 + 4) 2 n , (s + 2)(s + 4) 

s + 3 (s + 3) 2 

x 3 + 2 , x 4 -2x 3 -6x 2 -4x + 2 

28 -' , = i^^ Rep - J ' = (jc 2 

29. v- *' Rep. 

x -a (x -a ) 

30. v = (2x 2 - 3) 2 . Rep. y' = 8x(2x 2 - 3) . 

31. y = (x 2 + a 2 ) 5 . Rep. y' = 10x(x 2 + a 2 ) 4 . 

32. y = Jx 2 + a 2 . Rep. y' = X . 



33. v = (a + x)y a - x . Rep. v' = - 



2a x + -Jx + Jx 



_v = )/x + a/x + Vx 



■x 1+ = 1 + — = 

2-Jx + Jx v 2vx 



39. v = sin 2 x . Rep. v' = sin2x 

40. _v = 2 sin x + cos 3x . Rep. y' = 2 cos x - 3 sin 3x 



41 . y = tg(ax + 6) . Rep. v' = 



cos 2 (ax + b) 



sinx , 1 

42. v = .Rep. y = 

1 + cosx ' 1 + cosx 

43. _v = sin 2x ■ cos 3x . Rep. _y' = 2cos2xcos3x = 3sin2xsin'3x 

44. y = ctg 2 5x . Rep. y' = -10 ctg 5x cos ec 2 5x 

45. y = fsinf + cosf. Rep. _v' = fcosf 

46. v = sin H cos t . Rep. y' = sin 2 f(3cos 2 f-sin 2 t) 



47. y = avcos2x . Rep. y' = - 



a sin 2x 



w . mm 

48. f = flsin 3 — .Rep. r,= a sm 2 — cos — 

3 9 3 3 

tg — + c tg — 2x cos x + sin 2 x tg — + ctg — 

& 9 & 9 . I 2 2 

49. V = — ^ ^ . Rep. / = ^ 

x x 2 sin 

50. _y = afl -cos 2 — 1 .Rep. y' = 2a sin 3 — cos — 



34- y = J I + A ' ■ Rep- y' = 1 / • 

Vl-x (l-x)Vl-x 2 

2x 2 -1 , l + 4x 2 

35. y = . Rep. y = , 



36. _y = yx 2 + x + l . Rep. v' = - 



3 a/(x 2 + x + 1) 2 



f 1 V 

37. _v = (1 + Vx ) 3 . Rep. y'= l + — 

1 a lx) 



51 . y = — tg 2 x . Rep. _v' = tgxsec 2 x 

2 

53 . y = log tg x . Rep. y' = — — 
sm 2 x 

y' = 2 ctg x 

tg x — 1 

55 . y = — .Rep. v' = sinx + cosx 

secx 

~ , 1 1 + sin x , 1 

56 . y = log . : . Rep. y = 

Vl-sinx cosx 



52. v = log cosx . Rep. y' = - tgx 



y = log sin 2 x .Rep. 
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57. v = logtg(^ + ^|.Rep. y' = — — 

V4 2 ) cosx 

58. y - sin(x + a) cos(x + a) . Rep. y = cos2(x + a) 

59. fix) = sin(log x) . Rep. /'( x) = cos(logx ' 1 



60. f (x) = tg (log x) . Rep. /'(*) = 



sec 2 (log x ) 



61. f(x) = sin(cos x) . Rep. / '(x) = - sin x cos(cos x) 

.. 1 „ . dr 4 

62. r = — tg 3 ^-tg<p . Rep. = tg cp 

3 dcp 

63 . fix) = (x ctg x) 2 . Rep. / '(x) = 2x ctg x(ctg x - x cosec 2 x) 



64. v = log(ax + fe) . Rep. y' = 



ax + b 



65. v = log a (x 2 + l) . Rep. v' = 



2x 



(x 2 + 1) log a 



66. y = log . Rep. y' = -2— 

1 - x 1 - x 2 

67. v = log 3 (x 2 -sin x) . Rep. y' = 



2x-cosx 
(x 2 - sin x) log 3 



i 1 + x o' ' 4x 

68. y = log . Rep. y = - 

1-x 2 1-x 



69. y = log(x 2 + x) . Rep. y’ = 



2x + l 



x +x 



70. y = log(x 3 - 2x + 5) . Rep. y' = 

71. v = xlogx.Rep. v' = logx + l 

72. y = log 3 x . Rep. y' = 



3x 2 -2 
x 3 -2x + 5 



73. v = log(x + -v/T+x 2 ) . Rep. y' = —jJ= 

Vl + x 2 



74. v = log(logx) . Rep. y' = 



xlogx 



75. f(x) = log -\ ~~~ ■ Rep- /'(x) = — 1 [ — 
[1-x 1-x 2 
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76. fix) = log A . Rep. fix) = 



> / ' — ir" J / 

Vx 2 + l+ x Vl + x 2 

77. v = V^- fl log a + Vfl ^ .Rep. v' = ^^ 

X X 

78. v = log(x + V^)-^^.Rep. = 

x x 2 

COSX 1 , X „ , , 1 

79. v = - . +-logtg-.Rep. v =— — 

2 sin 2 x 2 2 sin 3 x 

_ . sin x „ , , 1 + sin 2 x 

80. v = . Rep. v = 

2cos 2 x ' 2cos 3 x 

81. y = ^ tg 2 x + log cos x . Rep. v' = tg 3 x 

0 --) 6uc i) r t ax oo 4x+5 

82. y = e .Rep. y = ae 



83. y = e 4x+3 . Rep. y' = 4e 



4x+5 



84. y = a x . Rep. y' =2xa x logo 

85. y = 7 * 2+2x . Rep. y' = 2 (x + \)l x ' 1+2x log 7 

86. y = c a ~ x . Rep. y' = -2xc a _r logc 



87. y = ae ^ . Rep. y' = 

2y/x 

89. r = a logg .Rep.^= al ° Sei0ga 

dO 0 

90. y = e x (1-x 2 ) . Rep. y' = e x (l-2x-x 2 ) 

91. y = . Rep. v' = 92. 



r = a .Rep. r' = a logo 



e +1 



ie x +1) 2 



v = log- 



l + e x 



Rep. y' = 




1 



( 2 


_ x "l 


• Rep. y' = ^ 


f 2 




e a — e a 


e a + e a 




j 




K 
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94. y = e sinx . Rep. y' = e sinx cos x 

95 . v = a tg nx . Rep. y ' = na ts m sec 2 nx log a 

96. y = e cosx sin x . Rep. y' = e cosx (cos x - sin 2 x) 

97. y = e x log sin x . Rep. y' = e x (ctg x + log sin x) 
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98. y = x"s sln * . Rep. y' = x" 'e 8111 ' (n + xcosx) 

99. y = x x . Rep. y' = jc v (log x + 1) 



100. y = x x . Rep. y' = x 

101. v = x Xogx . Rep. y' = x 



1 - log x 



x “ 

log x-1 



log x 2 

102. y = e x .Rep ,y' = e x (l + logx^ 3 



i m * n- r * , , X 

103. v — — .Rep. v =n — 1 + log — 

\n ' \n I [ n 



104. y = x 8m . Rep. y' = X s 



K ( sinx 

l * 



+ log X COS X 



105. v = (sinx)' . Rep. v' = (sinx) i (logsinx + xctgx) 

106. y = (sinx) tgx . Rep. y' = (sin x) tgx (1 + sec 2 x log sin x) 

l-e x 2e x 1 

107. v = tg . Rep. y' = - 



I +e x 



(1 + e x ) 2 A-e x 
cos 2 



l + e x 



108. . v = sin -\I\-2 X Rep. y' = - C ° S ^ 2 x log2 

2V1 - 2 X 

109. v = 10 xtgj: . Rep. y' = l0 xtgx logloftgxH — — 1 

cos 2 xJ 

Calculer la derivee des fonctions apres les avoir logarithmees: 

x(x 2 + 1) , 1 lx(x 2 + 1) f 1 2x 2 

3 .Rep. y = — 3 — + 

\ (x-1) 2 3y (x-1) 2 vx x 2 + l x-1 



110. V = 3 

111 . 

(x + l) 3 5/(x - 2) 3 (x + l«/(x-2) 3 

y = -Rep- y' = 

5 J(x- 3 f x-3 ) 2 



3 3 

-+- 



112. y = 



113. y = 



(x + 1) 



(x + 2) 3 (x + 2) 4 



. Rep. y' = - 



x + 1 4(x-2) 5(x-3) 

(x + l)(5x 2 + 14x + 5) 

(x + 2) 4 (x + 3) 5 



tJ(x- l ) 2 



t/(x~2) 3 y](x-3Y 



. Rep. y' = 



-1 6 lx 2 + 480x - 27 1 
60^/(x-1) 3 ^/(x-2) 7 ^/(x-3) 1 



x(l + x 2 ) , 1 + 3x 2 -2x 4 

114. y= ) ■ Rep. / = — 



(1-x 2 ) 2 

115. y = x 5 (a +3x) 3 (a -2x) 2 . 
y' = 5x 4 (a + 3x) 2 (a -2x)(o 2 + 2ax-12x 2 ) 

X 1 

116. y = arcsin — . Rep. y' = — 

a ya 2 -x 2 



117. y = (arcsin x) 2 . Rep. y' = 



2 arcsin x 



118. y = arctg (x 2 + 1) . Rep. y' = 



2x 



119. v = arctg . Rep. y' = 

1-x 2 1 + x 2 



Vl-X 2 

2x 

1 + (x 2 + l) 2 

2 



120. y = arccos(x 2 ) . Rep. y’ = 



-2x 

Vl ~x A 



arccosx „ , , -(x + Vl-x 2 arccos x) 

121. y = .Rep. y = j= 

x x 2 vl-x 2 

m ■ X + 1 T>- ' 1 

122. y = arcsin — — . Rep. y = 

v 2 v l-2x-x 2 



123. v = x-Ja 2 -x 2 + a 2 arcsin — . Rep. V = 2 *Ja 2 -x 2 

a 

124. v = yla 2 -x 2 + a arcsin — . Rep. y' = J- 

a V c 



1 a + x 



, „ _ v + a , rfw 1 

125. « = arctg . Rep. — = - 



1 -av 



dv 1 + v 2 



x 2 +1 



n , 1 . Xy/3 

126. v = -j= arctg . Rep. y = - 

V3 l-* 2 x 4 +x 2 +l 



127. y = xarcsin x . Rep. y' = arcsin x + 



VT 



+ x 2 



128. /(x) = arccos(logx) . Rep. /'(x)=.~- 



129. / (x) = arcsin Vsinx . Rep. f\x) = 



3 Vl — log 2 * 

cosx 

2-v/sinx-sin 2 x 
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dv 2 a 

145. v 3 -3v + 2ax = 0 . Rep. — = . 

dx 3(1 -y 2 ) 

146. + v 1 = a 1 . Rep. — = -.1^- • 147. x^ + . Rep. — = . 

dx V x ' dx \ x 

148. y 2 - 2xv + b 2 = 0 . Rep. — = . 

dx y-x 

149. x 3 + v 3 -3axv = 0.Rep.^ = ^^. 

dx y 2 - ax 

150. y = cos(x -I- y) . Rep. — = — Sin(X + ' V) . 

rfx 1 + sin(x + _v) 

151. cos(xf) = x . Rep. - 1 + - v sin(x . v) 

x sin(xv) 



Trouver — pour les fonctions donnees sous fonne parametrique 
dx 

dv b 

152. x = a cos t,v = b sin t. Rep. — = ctg t . 

dx a 

153. x = a (f-sinf);v = a(l - cos t). Rep. — = -ctg — . 

dx 2 

dv b 

154. x = a cos 3 t;y = b sin 3 1. Rep. — = tg t . 

dx a 

... 3 at 3at 2 „ , dv 2 1 

155. x = ;v = .Rep. — = . 

1 +t 2 ' 1 + t 2 dx 1 -t 2 

1 56. u = 2 log ctg s, v = tg s + ctg s . Montrer que — = tg 2 s . 

dv 

Trouver les tangentes des angles de pente des tangentes aux courbes: 

1 V3 

157. x = cos t, y = sin t au point x = ,y = . Faire le dessin. 



Rep. — 

V3 



158. x = 2 cos t,y = sin t au point x = 1, y = -- 



Faire le dessin. 
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159. x = a ( t- sin t ), v = a (1 - cos t ) pour t= nil . Faire le dessin. Rep. 1. 

160. x = a cos 3 t,v = a sin 3 1 pour t = n/4 . Faire le dessin. Rep. -1. 

161. Un corps lance dans le vide sous un angle a avec l'horizon decrit sous 
Feffet de la pesanteur une trajectoire (parabole) dont les equations 
parametriques sont : 

gt 2 

x = (v 0 cos a) t, y = (v 0 sin a) t - y (g=9,8 m/s 2 ). Pour a=60°, v o =50 m/s, 

determiner la direction du mouvement aux instants l)f=2s;2)f=7s. Faire le 
dessin. 

Rep. 1) tg <p 1= 0,948, (p 1 =43°30 l ; 

2) tg cp,=- 1,012, cp 1 =-j-134 0 7'. 

Calculer les differentielles des fonctions suivantes 

162. y = {a~ -x 2 ) 5 . Rep. dy = -10x(a 2 -x 2 ) 4 dx 



163. _v = V 1 + x .Rep. dy = - 



164. y = ^-tg 3 x + tg x . Rep. dy = sec 4 xdx 

xlogx log xdx 

165. y = hlog(l-x) . Rep. dy = - 

1-x ' (1-x) 2 

Calculer les accroissements et les differentielles des fonctions 



166. v = lx 2 -x pour x = 1, Ax = 0,01. Rep. A y = 0,0302, dy = 0,03. 

1 67. Soit y = x 3 + 2x. Calculer Ay et dy pour x = - 1 , Ax = 0,02. 

Rep. A y = 0,098808, dy = 0,1. 

168. Soit y = sin x. Calculer dy pour x = jt/3 , Ax = ti/ 18 . Rep. dv = n/36 = 
0,0873. 

S 1 

169. Connaissant sin 60°= =0,866025 ; cos 60°= — , calculer la valeur 

2 2 

approchee de sin 60°3' et sin 60° 18'. Comparer les resultats obtenus avec les 
donnees des tables. Rep. sin 60°3' « 0,866461 ; sin 60°18' * 0,868643. 

170. Trouver la valeur approchee de tg 45°4'30". Rep. 1,00262. 

171. Connaissant logio 200 = 2,30103, calculer la valeur approchee de logio 
200,2. Rep. 2,30146. 

Derivees de differents ordres 

172. y = 3x 3 - 2x 2 + 5x - 1. Calculer v". Rep. 18x - 4. 

42 12 

173. y = y[x 2 . Calculer y'” . Rep. x 5 

125 

174. y = x 6 . Calculer y (S) . Rep. 6 !. 
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175. y = ^ . Calculer v". Rep. 

x n x n+ “ 

176. y = *Ja 2 -x 2 . Calculer y". Rep. 



(a 2 - x 2 )V a 2 - x 2 

177. y = 2-v/x . Calculer y (4) . Rep. 

178. y = ax 2 + bx + c. Calculer y m . Rep. 0. 

179. / (x) = Log (x + 1). Calculer / v (x). Rep. < ^— 

(x + 1) 

180. y = tg x. Calculer y'" . Rep. 6 sec 4 x - 4 sec 2 x. 

18 1 . y = Log sin x. Calculer y'" . Rep. 2 ctg x cosec 2 x. 

182. / (x) = V sec 2x . Calculer/' (x). Rep./' (x)= 3 [/ (x)] 5 - / (x). 

183. y = — .Calculer / v (x). Rep. — . 

1 — x (1-x) 5 

184. p = (q 2 + a 2 ) arctg— . Calculer — — . Rep. — — 

a dq 3 (a 2 + /) 2 

- -- d 2 

185. y = — (e a +e a ). Calculer — —.Rep. — . 

2 dq 2 a 2 

186. y = cos ax. Calculer y (n) . Rep. a " cosf ax + n— 1 . 



187. y = a\ Calculer y (n) . Rep. (Log a) n a x . 

188. y = Log (1 +x). Calculer y (n) . Rep. (-1) 



n - 1 

(\ + x) n 



189. v = — . Calculer y (n) . Rep. 2(-l)" — 



190. y = e x x. Calculer y (n) . Rep. e (x + n). 

191. y = x"' 1 Logx. Calculer y (n) . Rep. ^ - 

X 

192. y = sin 2 x. Calculer y (n) . Rep. -2" _1 cosf2x + — n \ . 



193. y = x sinx. Calculer y (n) . Rep. xsinx^x + — «j- 

1 94 . Si y = e x sin x, demontrer que y " - ly ' + ly = 0 , 



n 

xH — n 


— n cos 


( n 
xh — n 


V 2 ) 




l 2 J 




d 2 v 

195. y 2 = 4 ax. Calculer — — . Rep. 

dx 2 



4 a 2 
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196. b 2 x 2 + a 2 v 2 = a 2 b 2 . Calculer — et — . Rep. — b —— ; 

dx 2 dx 3 a 2 _ v 3 a 4 y 5 

d 2 y r 2 

\91 .x 2 +y 2 = r 2 . Calculer — — . Rep. 



198. y 2 - 2 xy = 0. Calculer — — . Rep. 0. 

dx 3 

199. p = tg ( tp + p ). Calculer ^ . Rep. _ 2(5 + 8 P + 3 P ^ 

dcp 3 p 8 

200. sec cp cos p = C. Calculer . Rep. tg P 

d(p 2 tg 3 p 

d 2 v (l-e x+y )(e x -e y ) 

201. e x + x =e v + y. Calculer . Rep. 2 ’ , ; . 

dx 2 (e y +1) 3 

202. v 3 + x 3 - 3 axv = 0. Calculer — . Rep. . 

dx 2 (y 2 - ax) 3 



203. x = a ( t - sin t ), y = a( \ - cos t ). Calculer — — . Rep. 

dx 2 , . 4 

4 a sin 



ay 

204. x = a cos 2 t,v = b sin 2 1. Montrer que — — =0. 

dx 2 



205. x = a cos t,y = a sin t. Calculer 



d 3 y 

dx 3 



. Rep. 



3 cos t 
a 1 sin 5 t 



d^ n ^2«+i 

206. Montrer que — — (sh x) = sh x; — — j- (sh x) = ch x . 
dx“" dx~ n 



Equations de la tangente et de la nonnale. Longueurs de la sous-tangente et de 
la ous-normale 

207. Former l'equation de la tangente et de la normale a la courbe v = x 3 - 3x 2 - x 
+ 5 au point M (3, 2). Rep. La tangente fo - v - 22 = 0 ; la normale x + 8v - 49 
= 0. 

208. Trouver l'equation de la tangente et de la normale, la longueur de la sous- 
tangente et de la sous-nonnale au cercle x 2 + y 2 = r 2 au point M (xi, Vi). 

2 

V, 

Rep. La tangente xx t + Wi = i 22 ', la normale xy - vy = 0; S T = 1 — . S N = |xj| 
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209. Montrer que le sommet de la parabole v 2 = 4 px coupe la sous-tangente 
en son milieu et que la longueur de la sous-normale est constante et egale a Ip. 
Faire le dessin. 

210. Trouver l'equation de la tangente au point M (xi,y{) : a) a l'ellipse 

— + ^- = 1. Rep. ^1 + ^ = 1 ; b) a l'hyperbole — -^- = 1. Rep. 

a 2 b 2 a 2 b 2 a 2 b 2 



m =1 

a 2 b 1 

8 a 3 

211. Trouver l'equation de la tangente et de la normale a la courbe v = 

4a 2 + x 2 

au point ou x = 2a. Rep. La tangente x + 2 y = 4 a; la normale v = 2x - 3a. 

212. Montrer que la normale a la courbe 3v = 6x - 5x 3 , menee au point M (1, 
1/3) , passe par l'origine des coordonnees. 

(yY 

+ 1^-1 =2 menee au point 



213. Montrer que la tangente a la courbe — 

V a 



M (a, b) est — + — = 2 . 
a b 

214. Trouver l'equation de la tangente a la parabole v 2 = 20x qui forme un angle 
de 45° avec l'axe Ox. Rep. y = x + 5 [au point (5, 10)]. 

215. Trouver les equations des tangentes au cercle x 2 + v 2 = 52 qui sont 
paralleles a la droite 2x + 3v= 6. Rep. 2x + 3v ± 26 = 0. 

216. Trouver les equations des tangentes a l'hyperbole 4x 2 - 9v 2 = 36, qui sont 
perpendiculaires a la droite 2 y + 5x = 10. Rep. II nyena pas. 

217. Montrer que les portions de la tangente a l'hyperbole xy = m comprises 
entre les axes de coordonnees ont pour milieu le point de tangence. 

218. Montrer que les portions de la tangente a l'astroide 
2 2 2 

x 3 + y 3 = a 3 comprises entre les axes de coordonnees ont une longueur 
constante. 

219. Sous quel angle se coupent les courbes y = a x et y = b x 2 Rep. 

log a -log A 

tg a= 

1 + log a ■ log b 



220. Trouver la longueur de la sous-tangente, de la sous-normale, de la tangete 
et de la nonnale a la cycloide x = a (0 - sin 0), y = a (1 - cos 0) au point pour 

lequel 0=tc/2 . Rep. S T = a ; S N = a ; T= 0^2 ;N= ayl 2 . 

22 1 . Calculer S T , S N , TetN pour l'astroide x = 4 a cos 3 1 , y = 4 a sin 3 1 . 




cos t 
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Problemes divers 

Calculer les derivees des fonctions 




226. v=|x|Rep. y' =yy 227. v = arcsin Vl - x 2 Rep. y' = -^~ 

|*| ' ' \x\ V 1-JC 2 

„ 4 

228. II ressort des formules v = — jtr 3 et s = 4 nr 2 pour le volume et la surface de 

la sphere que — = s. Expliciter la signification geometrique de ce resultat. 
dr 



Trouver une relation analogue entre la surface du cercle et la longueur de la 
circonference. 

229. Dans le triangle ABC le cote a s'exprime en fonction des deux autres cotes 
b, c et de l'angle A qu'ils foment par la formule a = -Jb 2 + c 2 - 2 be cos A . 
Quand les cotes b et c sont constants, le cote a est fonction de Tangle A. 
Montrer que , ou designe la hauteur du triangle correspondant a la base 
a. Expliquer ce resultat a Taide de considerations geometriques. 

230. Utilisant la notion de differentielle expliquer la provenance des formules 



approchees 




ou |b| est un nombre petit 



par rapport a a. 

231. La periode du pendule est egale a T = njl / g . Quelle influence sur 



l’erreur de calcul de la periode T exercera une erreur de 1% lors de la 
mesure : 1) de la longueur du pendule / ; 2) de Tacceleration de la pesanteur 
g? Rep. 1) -1/2% ; 2) *1/2%. 

232. La tractrice a la propriete qu'en chacun de ses points le segment de 
tangentse T conserve une valeur constante. Demontrer cela en utilisant 1) 
Tequation de la tractrice sous la forme 
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ja 2 -y 2 + — log 



a-^a -y 
a + Ja 2 - y 2 



(a > 0) ; 



2) les equations 



parametriques de la courbe 

x = a (Log tg tl 2 + cos t), y = a sin t. 

233. Demontrer que la fonction y = C\e x + C 2 e" 2x verifie Tequation y" + 3 y'+ 
+2 y = 0 (Ci et C 2 designent ici des constantes). 

234. Demontrer les egalites y" = 2z et z" = -2 y, si y = e x sinx, z = e x cosx. 

235. Montrer que la fonction v = sin ( m arc sin x) verifie Tequation (1 - x 2 ) x y"- 
xy' + m 2 y = 0. 



y_ 

236. Demontrer que si (a + bx)e x = x, alors 
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CHAPITRE IV 

Theoreme relatif aux fonctions derivable 

§ 1. Theoreme relatif aux racines de la derivee 
(theoreme de Rolle) 



Theoreme d e Roll e . Si la fonction f (x) est continue sur le segment [a, 
b], derivable en tout point interieur du segment et s'annule aux extremites de ce 
segment [f (a) =f (b) = 0], alors il existe au moins un point intermediaire x = c, 
a < c < b, oil la derivee f (x) s'annule, c'est-a-dire f (c) = 0 . 

Demonstration. La fonction/ (x) etant continue sur le segment [a, b\, elle 
atteint au moins une fois sur ce segment sa borne superieure M et sa borne 
inferieure m. 

Si M = m, la fonction / (x) est constante, c'est-a-dire que pour toutes les valeurs 
de x la fonction a une valeur constante fix) — 0. Mais alors, en tout point du 
segment, nous aurons/ (x) = 0 et le theoreme est demontre. 

Supposons que M ^ m. Dans ce cas l'un au moins de ces nombres est different 
de zero. 



Supposons pour fixer les idees que M > 0 et que la fonction atteint sa borne 
superieure M au point x = c, c'est-a-dire que / (c) = M. Remarquons, a ce 
propos, que c est distinct de a et de b, car en vertu de l'hypothese / (a) = 0 = / 
(b) ; / (c) etant la borne superieure de la fonction/ ( x),f (c + Ax) -/(c) < 0 aussi 
bien pour Ax positif que pour Ax negatif. 

f (c + Ar) — f (c*) 

II en resulte que: — < 0 pour Ax > 0, (T) 

Ax 



/ (c + Ax) - / (c) 
Ax 



> 0 pour Ax < 0. (1") 



Etant donne que les conditions du theoreme impliquent l'existence de la derivee 
au point x = c, nous avons en passant a la limite pour Ax — > 0 : 



/(c + Ax)-/(c) 

lim 

Ax— >0 Ax 



= f\c) < 0 pour Ax > 0, 



/(c + Ax) - /(c) 

lim 

Ax->0 Ax 



= /'(c) - 0 P our Ax < 0. 



Le nombre c est appele racine de la fonction <p (x) si cp (c) = 0. 
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Mais les inegalites/ (c) < 0 et/’ (c) > 0 ne sont compatibles que dans le cas ou / 
(c) = 0. Par consequent, nous avons prouve l'existence d'un point c interieur au 
segment [a, b] tel qu'en ce point/ (x) s'annule. 

Le theoreme de Rolle admet une interpretation geometrique simple : si une 
courbe continue ayant une tangente en chaque point coupe l'axe Ox aux points 
d'abscisses a et b, il existe sur cette courbe au moins un point d'abscisse c,a<c 
< b, tel que la tangente en ce point est parallele a l'axe Ox. 




Fig. 92 Fig. 93 



Remarque l.Le theoreme reste valable pour une fonction derivable qui ne 
s'annule pas aux ex.tremites. du segment [a, b\, mais prend en ces points des 
valeurs egales / (a) =f ( b ) (fig. 92). Dans ce cas la demonstration est identique a 
la precedente. 



Remarque 2. Si / (x) est une fonction telle que sa derivee n'existe pas en 
certains points de l'intervalle ouvert (a, b), alors le theoreme peut cesser d'etre 
vrai (c'est-a-dire que dans ce cas il peut ne pas exister sur l'intervalle ferme [a, 
b ] un point intermediaire c ou la derivee/ (x) s'annule). 

Par exemple, la fonction 




y = f(x) = 1 - V? 



r le segment [-1, 1] et s' annule aux extremites du 
ivee ne s'annule pas a l'interieur de ce segment. 




Cela provient du fait qu'a l'interieur de ce segment il existe un point x = 0 ou la 
derivee n'existe pas (elle devient infinie). 



Le graphique represente sur la figure 94 donne egalement un exemple de 
fonction dont la derivee ne s'annule en aucun point du segment [0, 2]. 
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Les hypotheses de validite du theoreme de Rolle ne sont pas non plus 
remplies pour cette fonction, car au point x = 1 la derivee n'existe pas. 



§ 2. Theoreme des accroissements finis (theoreme de 
Lagrange) 

Theoreme de Lagrange. Si la fonction f ( x ) est continue sur le segment [a, b\ et 
derivable en tout point interieur de ce segment, il existe alors au moins un point 
c, a < c < b, tel que 

f(b)-f(a)=f(c)(b-a). (1) 



Demonstration. Designons par Q le nombre 
f{b)-f{a) , 

, c est-a-dire posons 

( 2 ) 

b-a 

Considerons la fonction auxiliaire F (x) 
definie par l'egalite : 

F(x)=f(x)-f(a)-(x-a) Q. (3) 

Fig. 95 

Degageons la nature geometrique de la fonction F (x). Pour cela, formons, tout 
d'abord, l'equation de la corde AB (fig. 95) en ayant en vue que son coefficient 

angulaire est egal a Q = — -H—L e t que cette corde passe par le point ( a 

b-a 



H 



y -A**) = Q(x-a), 

d'ou y =fia ) + Q ( x - a ), 

Mais F (x) =/ (x) - \f (a) + Q (x - a)]. Par consequent, pour chaque valeur de x, 
F (x) est egale a la difference des ordonnees de la courbe y=f (x) et de la corde 
y =f (a) + Q (x- a) pour les points de meme abscisse x. On voit aisement que F 
(x) est continue sur le segment [a, b\, derivable dans ,(a, b ) et s'annule aux 
extremites de cet intervalle, c'est-a-dire F (a) = 0 et F ( b ) = 0. Par consequent, 
les conditions de validite du theoreme de Rolle sont remplies pour cette 
fonction. En vertu de ce theoreme, il existe un point x = c a Tinterieur de ce 
segment tel que 

F' (c) = 0. 

Mais 



Done, 



F'(x)=f(x)-Q. 



F'(c)=f(c)-Q = 0, 
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Q =f (c) 

En substituant cette valeur de O dans l'egalite (2) nous avons: 

<■') 



d'ou Ton deduit immediatement la fonnule (1). Ainsi, le theoreme est demontre. 
Pour degager la signification geometrique du theoreme de Lagrange reportons- 



nous a la figure 95. D'apres cette figure, on voit que la grandeur 



m-f(a ) 

b-a 



est la tangente de l'angle a que forme la corde passant par les points A et B 
d'abscisses a et b du graphique et l'axe positif des x. 



D'autre part, f (c) est egal a la tangente de Tangle que fonne la tangente a la 
courbe au point d'abscisse c et l'axe positif des x. Ainsi, l'egalite (L) (ou l'egalite 
equivalente (1)) peut etre interpretee geometriquement de la maniere suivante : 
si la courbe admet une tangente en tout point de Tare AB, il existe alors un point 
C entre A et B tel que la tangente en ce point est parallele a la corde AB. 

D'autre part, puisque c verifle la condition a <c< b, alors c - a < b - a ou 



c — a = Q(b-a ), 

ou 0 est un nombre positif compris entre 0 et 1 , c'est-a-dire 0 < 0 < 1 . Mais 
alors, 

c = a + 0 (b - a) 



et Ton peut mettre la fonnule (1) sous la fonne: 

J{b) -fia) = {b — a )f[a + 0( b- a )], 0< 0 <1. (1") 



§ 3. Theoreme de Cauchy (rapport des accroissements 
de deux fonctions) 

Theoreme de Cauchy. Soient/ (x) et cp (x) deux fonctions continues sur 
le segment [a, b\ deriuables dans (a, b ) et soit (p (x) telle que cp' (x) ne s ‘annule 
en aucun point de (a, b ) ; il existe alors un point x = c a I'iriterieur de [a, b], a 
< c < b, tel que 

m-fja) _ /'(c) 

<P(b) — <p(a) <p\c ) 




151 

Demonstration. Definissons O par l'egalite 

<P(b)~<p(a) 

Remarquons que cp (b) - (p (a) 0, car dans le cas contraire tp ( b ) serait egale a 

cp(a), ce qui entrainerait, en vertu du theoreme de Rolle, que <p' (x) = 0 en un 
point interieur du segment, ce qui contredit les conditions du theoreme. 

Formons la fonction auxiliaire 
F (x) =f(x) - f(a ) - Q [tp (x) - cp (a)]. 

II est evident que F (a) = 0 et F (b) = 0 (cela decoule de la definition de la 
fonction F (x) et du nombre Q ). Notons que pour la fonction F (x) les 
hypotheses de validite du theoreme de Rolle sont remplies. Nous pouvons done 
conclure qu'il existe un nombre c entre a et b (a < c < b) tel que F' (c) = 0. Mais 
F' (x) = /' (x) - Q(p' ( x ), par consequent, d' ou 

F' {c)=f (c) - Qty' (c) = 0, 

d’ou 

<p\c) 

En substituant cette valeur de Q dans l'egalite (2), nous avons l'egalite (1). 
Remarque. Le theoreme de Cauchy ne peut etre demontre, comme on 
pourrait etre tente de le croire, en appliquant le theoreme de Lagrange au 
numerateur et au denominates de la fraction 

m-m 

<P(b)~<p(a) 

En effet, en procedant de cette maniere, nous obtiendrons (apres avoir simplifie 
la fraction par b - a) la formule 

<p(b)-<p(a) (p\c 2 ) 

ou a < Ci < b, a < c 2 < b. Mais comme, en general, c \ * c 2 , ce resultat ne permet 
pas d'obtenir le theoreme de Cauchy. 

§ 4. Limite du rapport de deux infiniment petits (vraie 

valeur des indeterminations de la forme - ) 

o 

Soient/ (x) et cp (x) deux fonctions defmies sur le segment [a, b] satisfaisant aux 
conditions du theoreme de Cauchy et s'annulant au point x = a de ce segment, 
c'est-a-dire/ (a) = 0 et <p (a) = 0. 



152 



f( c \ 

Le rapport J n'est pas defini au point x = a, mais en tout autre x point x 

(pic) 

a, c'est une quantite bien determinee. C'est pourquoi nous pouvons nous 
proposer de trouver la limite de ce rapport quand x — > a. Le calcul de limites 
semblables s'appelle « calcul de la vraie valeur des indeterminations de la forme 



on dit aussi : « lever l'indetermination de la forme — » . 

0 

Nous avons deja eu affaire a un probleme de ce genre, lors de l'etude de la 
limite lim et du calcul des derivees de certaines fonctions elementaires. 

a ->0 x 

T , sin x , . , . 

L expressron n a pas de sens pour x = 0, en d autres tennes, la fonctron 

x 

sin x 

F(x) = — n’est pas defrnie en ce point, mais nous avons vu que la limite de 

x 

i, sinx . , , , , 

rexpressron pour x — > 0 exrste et est egale a 1 . 

x 



Theoreme (regie de L'Hospital). Soient/ (x) et cp (x) deux fonctions 
satisfaisant aux conditions du theoreme de Cauchy sur un certain segment [a, 
b] et s'annulant au point x = a, c'est-a-dire f (a) = i p (a) = 0. Si, en outre, la 

. , f\c) . , f(x) . 

limite du rapport 1 existe quand x — > a, alors lim ; existe et x — » a 

<p'(c) x — (pix ) 

]jm fix) = fix) 

x — >0 <pix) (p\x) 



Demonstration. Choisissons un point x ^ a arbitraire sur le segment [a, 
b\. En appliquant la formule de Cauchy, nous avons: 

fix)- fid) f'iQ 

<p(x)-<p(a) cp%) 

ou ^ est un point compris e n t r e a et x. Mais par hypothese f(a) = <p (a) = 0, 
par consequent, 

fix) _ /’($) (1) 

(pix) (p'iff) 




Si x— > a, £, tend egalement vers a, puisque £, est compris entre x et a. En 
fix) f'(t) 

outre, si lim = A lim — , existe et est egale a A. Par consequent, il est 

.t->o cp (x) £,-> a (p (/) 

evident que 

/(*) /'© /'© fix) , 

inn — — = lim — — = lim — — = lim — — - A 

x— >a (P\X) x— >a (p yLj) >a (p (^) x->a (p (x) 

et en definitive 

m fix) 

hm — — = lim — — 

x— >a (P\X) x— >a (p (x) 

Remarque l.Le theoreme est valable egalement dans le cas ou / (x) et cp (x) 
ne sont pas defmies au point x = a, mais 

lim / ( x ) = 0, lim <p(x) = 0 

x— >a x—>a 

Ce cas se ramene sans difficulte au precedent si Ton definit les fonctions/ (x) et 
cp (x) au point x = a de sorte qu'elles soient continues en ce point. Pour cela, il 
suffit de poser 

f(a ) = lim / (x) = 0; <p( a) = lim <p(x) = 0 



puisque evidemment la limite du rapport , quand x — > a, ne depend pas 

<p(x) 

de la valeur de/ (x) et de cp (x) au point x = a. 

Remarque 2. Si / (a) = cp' (a) = 0 et si les derivees / (x) et cp' (x) satisfont 
aux conditions requises pour la validite du theoreme, nous pouvons appliquer de 

fix) 

nouveau la regie de L'Hospital au rapport - — — ; nous en deduisons, par 

<P\x) 

consequent, la formule 

f\x) f\x ) t 

lim —— = lim , etc. 
x^>a (p (x) x— >a (p (x) 

Remarque 3. Si cp' (a) = 0, mais / (x) * 0, le theoreme peut etre applique au 

ffl(x) ... „ 

rapport inverse , qui tend vers zero pour x -» a. Par consequent, le 

/(*) 

rapport : — — tend vers l'infini. 

<P(x) 

Exemple 1 . 

sin5x (sin5x)' 5cox5x 5 
lim — = lim — = lim — = — • 

i->o 3x x — >o (3x) x ->0 3 3 



Exemple 2. 
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log(l + x) 1 + x 1 , 

lim = lim — : — = - = i • 

X x— >0 1 1 

E xe mp 1 e 3. 

e -e —lx .e+e-2 e -e e +e 2 

lim : = lim = lim — : lim = — - 2. 

*->0 x-smx x->o 1-cosx x ->o sinx x ->o cosx 1 

Nous avons du appliquer ici trois fois de suite la regie de L'Elospital, puisque le 
rapport des derivees premieres, secondes et troisiemes conduit a 

l'indetermination — pour x = 0. 

0 

Remarque 4. La regie de L'Elospital peut egalement etre appliquee dans le 
cas ou 

lim f(x) = 0, et lim <p(x) = 0 . 



En effet posons x = — ; nous voyons que z — > 0 quand x — »<x> et, par 
z 

consequent, 

lim /( — I = 0, et Hm <p\ — j = 0 Appliquons la regie de L'Elospital au 

X— >CO \Z J X— >00 \Z ) 



rapport - 



, nous trouvons: 



/(x) {z J 

lim — — — - lim — = lim — 

x— >oo (p{x ) z— > 0 1 | z— >0 

<p - <p 



/n 


f i' 


r i 


rn 


1- 




- 


J 




- = lim — 


U ) 




f n 




z— >0 ,1 



fix) 
= lim — — 

x— >oo (p (x) 



ce qu'il fallait demontrer. 
Exemple 4. 



k , * ( 1 ] 

sin— A'cos— - 

r x\ x ) , k 

lim — . — = lim = lim k cos = k. 

x — >co A x — >co A x — >oo X 



X 



x — >co 



X‘ 




155 



§ 5. Limite du rapport de deux infiniment grands (vraie 
valeur des indeterminations de la forme — ) 



Considerons a present le probleme de la limite du rapport de deux fonctions / 
(x) et <p(x) tendant vers l'infini quand x — > a (ou quand x — > oo). 

Theoreme : Soient f (x) et (p (x) deux fonctibns continues et derivables en 
tout point x a au voisinage du point a ; la derivee cp' (x) ne s'annule en aucun 
point de ce voisinage et, en outre, 
lim / (x) = oo, lim <p(x) = oo Si la limite 



■ f ' (x} - a m 

im — —— = A (I) 



existe, alors la 



lim^TT - = A (1) 

x— >a (p \X) 

• fix) . , , 

limite lim ; existe egalement et 

A . 

x-^>a (p(X) x^>a (p \X) 



Demonstration. Choisissons deux points arbitraires a et x dans le 
voisinage du point a de sorte que a < x < a (ou a < x < a). En vertu du 
theoreme de Cauchy nous avons 

f(x)-f(a) _ f'(.c) 

<p(x)-<p( a) <p'(c) 

ou a < c < x. Transformons le premier membre de l'egalite (3) 



/(*)-/( a) 

(p(x)-(p(a) 



x /(«) 
fix) f(x) 
<p(x ) . <p(a.) 



Nous deduisons des relations (3) et (4) 



fix) fix) 
<p{x) ! _ <p(a) 
<pix) 



D'ou nous tirons: 
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fix) _ f'jc) <p{x) 
<p{x) <p'{c) | fja) 

fix) 



II vient de la condition (1) que, pour e > 0 arbitrairement petit, on peut choisir a 
suffisamment voisin de a pour que l'inegalite 



A-e < — < A + e (6) 

<p'(c) 

soit satisfaite pour tous les x = c, ou a < c < a. Considerons ensuite la fraction 

t <P(») 

<Pix) 
t /(«) 
fix) 

Fixons a de sorte que l'inegalite (6) soit satisfaite et faisons tendre x vers a. 
Puisque / (x)— »co et cp (x) — »co pour x — > a, alors : 

] <Piu) 

<p(x) , 

lim - i 

x—>a j _ fjti) 

fix) 

et, par consequent, pour tout s > 0 prealablement choisi, nous aurons pour tous 
les x suffisamment voisins de a 

t Via) 

1 — frr 

, /(«) 



<1 + 8 (7) 



Multiplions les tennes correspondants des inegalites (6) et (7), nous avons: 
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On demontre cette propositicyil en effectuant le changement de variables = 

— , de meme que dans le cas de l'indetermination de la forme — (voir § 4, 
z 0 



Exemple 1 . 



e \e I e 

lim — - lim N , = lim — = 

x— >oo X x— >00 yX) x—>co 1 



Remarque 3. Attirons une fois de plus l'attention sur le fait que les formules 
(2) et (8) ne sont valables que si la limite (finie ou infinie) du second membre 
existe. II peut arriver que la limite du premier membre existe, tandis que la 
limite du second membre n existe pas. Voici un exemple. Soit a calculer la 
limite 



Cette limite existe et est egale a 1 . En effet, 



r + smi smi 

lim = lim 1 H 

x — >oo X x—>co V X 



Mais le rapport des derivees 

(x + sinx)' 1 + cosx , 

= = 1 + cos x 

(*') 1 

ne tend vers aucune limite quand x — »oo, car il oscille entre 0 et 2. 



Exemple 2. 



Exemple 3 . 



ax 2 + b lax a 

lim — — T = lim - — = - 

x — >co CX — U x — >oo ZCX C 



tgx cos 2 x 1 cos 2 3x 1 2-3cos3xsin3x 

lim — — = lim lim lim ; 

it tg 3x it i it 3 cos x it 3 2 cos x sin x 

x—>— ° x—>— x— >— x— >— 

2 2 cos 2 3jc 2 2 

cos3x sin3x 3sin3x (-1) _ (— 1) (-1) . 

lim lim = lim — V = 3 V ' V = 3 

k cosx it sin x k smi (1) (1) (1) 



Exemple 4. 





Posons . 
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y = [f(x)Y (x) 

Prenons le logarithme des deux membres de cette expression 
Log v = cp (x) [Log /(x)]. 

Quand x — > a nous avons (a droite) une indetermination de la forme 0-co. 
Connaissant lim log y , on determine aisement lim y . En effet, en vertu de la 

x—>a x— 

continuity de la fonction logarithmique, lim log y = log lim V et si log 

x—>a x— 

lim y =b, alors il est evident que Hm v = e h . Si en particular b = +co ou -oo, 

x— >a x—>a 

nous aurons respectivement lim y = +<x> ou 0. 

Exemp 1 e 6. Soit a calculer llmx A . Posons v = x x , nous trouvons Log limy 

x-»0 

=lim Log y = lim Log (x Y ) = lim (x Log x) ; 

1 

lim (x log x) = lim — 7— = lim A . = _ lim x = 0 

x-»0 x— >0 A x— >0 A x— >0 

X X 2 

par consequent, Log lim y = 0, d'ou lim y = <?°= 1, c'est-a-dire 

lim x v — 1 . 

x^0 

On trouve d'une maniere analogue les limites dans les autres cas 
d'indetermination. 

§ 6. Formule de Taylor 

Supposons que les derivees de la fonction y =f (x) existent jusqu'au (n + i) leme 
ordre inclus dans un certain voisinage du point x = a. Cherchons un polynome y 
= P n (x) de degre non superieur a n, dont la valeur au point x = a est egale a la 
valeur de la fonction / (x) en ce point, et dont les valeurs au point x = a des 
derivees successives jusqu'a l'ordre n inclus sont respectivement egales aux 
valeurs en ce point des derivees correspondantes de la fonclion/ (x) 

P n (a) =/(a), P ’ n (a) =/’( a), P ' \ (a) =/ ’(a),..., P { % (a) =./ n) (a). (1) 

On peut s'attendre naturellement a ce que ce polynome soit dans un certain sens 
« proche » de la fonction / (x). 

Cherchons-le sous forme d'un polynome suivant les puissances entieres de (x - 
a) et dont les coefficients sont indetermines 

P n (x) = C 0 + Ci (x - a) + C 2 (x - a) 2 + C 3 (x - a) 3 + . . .+ C n (x - a) n . (2) 
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Nous determinons les coefficients C i, C 2 , . . . C n de sorte que soit satisfaite 
la relation (1). 

Calculons tout d'abord les derivees de P n (x) 

P' n (x) = C] +2C 2 (x-a) + l>C 2t {x-a) 2 + ... + nC n {x-a) n ~ l 
P"(x) =21 C 2 +3 -2C 3 (x- a) + ... + ;?(/? -1 )C n (x-a) n ~ 2 



P^ =n{n-\)...2\C„ 

En remplaqant x par a dans les egalites (2) et (3) et (en vertu de l'egalite (1)) P n 
(a) par / (a), P ' n (a) par / (a), etc., nous avons : 




M = C 0 
f’(a) = C l 
f ”( a ) = 2 • 1 • C 2 



/ n) (a) = « ( « - 1 )( n - 2 ) ... 2 ■ 1 ■ C n 



d'ou nous trouvons 



C 0 =f(a),C 1 = f'(a), C 2 =—f\a), 

C 3 = — ' — /»,...C„ = 1 / (,,) (a) 

3 1-2-3 l-2-...n J 



(4) 



En substituant les valeurs des coefficients C\, C 2 , . . ., C n dans la formule (2), 
nous trouvons le polynome recherche 






(x-aY 

1-2-3 






( x-a )" 

1 ‘2 ■ • n 



f 



(«) 



(a) 



Designons par (x) la difference entre la fonction f (x) et le polynome ainsi 
construit P n (x) (fig. 96) 



d’ou 



R„ (x) =f{x) - P„ (. x ), 
f{x) = P„ (x) + R„ (x) 



ou plus explicitement 
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fix) = f(a ) + ^ f\a ) + ... 



(x-a)" 



r n ’(a) + R n (x ) 



On appelle R n (x) le reste. Pour toutes les valeurs de x telles que le reste est petit, 
.. . le polynome P n (x) donne une approximation 

assez bonne de la fonction/ (/). 

Ainsi, la fonnule (6) pennet de remplacer la 
fonction y =f ( x ) par le polynome y = P n (x) avec 
un degre de precision egal au reste R n (x). 

Le probleme qui se pose maintenant est d'evaluer 
le reste P n (x) pour diverses valeurs de x. 

Ecrivons le reste sous la forme 

Fig - 96 R n (x) = ( -^^Q(x), (7) 

(« + 1 )! 




ou Q (x) est une fonction a determiner. Mettons la fonnule (6) sous la fonne : 



/(*) = /(«) + : ^ 1! ^ /'(«)+ ^ ^ f\a)~ 



-^/«( fl) + ^ eW . 

n\ (« + l)! 



Pour x et a figes, la fonction Q (x) a une valeur bien determinee ; designons-la 
par Q. Considerons ensuite une fonction augiliaire de t ( t est compris entre a et 
x): 



Fit ) = fix ) - fit ) - X ^ f \t) - / "(0 - ... 

n\ in + l)\ 

ou Q est defini par la relation (6') ; nous supposons que a et x sont des nombres 
bien determines. 



Calculons le derivee F \t) : 
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no =-/'(*)+ f"(t)+=^^ no-^p-. 

{x ~ trl f-\t) i n(x - tr ~ l (x ~°" r\ t ) i ( ” +1)(x ~ 0 '' Q 

(/? — 1)! n\ n\ (n + 1)! 



Ou apres avoir simplifie : 



F\t) = - (X t] " / ( " +1) (f)+ (x n " 



Q • ( 8 ) 



Ainsi, la derivee de la fonction F(t) existe pour tous les points t voisins du point 
d’abscisse a (a <t<x pour a<xeta>t>x pour a > x). 

Notons egalement que [en vertu de la formule (6’)] 

F(x) = 0, F{a) = 0. 

Done, les conditions de validite du theoreme de Rolle sont remplies pour la 
fonction F ( t ) et, par consequent, il existe une valeur t = t, comprise entre a et x, 
pour laquelle F' (q) = 0. Nous en deduisons, en vertu de la relation (8): 

-(^ /( -, (9+ (^ e = 0 , 
n\ n\ 

d 1 ou 

Q = f n+1) &- 

En substituant cette expression dans la formule (7) nous avons : 

* a w= ( 7 a) ,r / <,,+i> ©- 

(n +1)! 

Cest la formule de Lagrange pour le reste. Puisque ^ est compris entre x et a, 
nous pouvons le mettre sous la forme ) 

£, = a + 0(x - a) 



ou 0 est un nombre compris entre 0 et 1, e'est-a-dire 0 < 0 < 1 ; la formule qui 
donne le reste devient 

R n (x) = — — — / ( ” +1 ’ \a + 0(x - a)] 

" (;? + !)! L J 



Voir la fin du § 2 du present chapitre. 



La formule 
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f( x ) = f(a)+^f'(a) + ^^-r(a) + ... 

... + f W (a) + (X ~ [a + 0(x - a)] 

nl (« + !)! 



s'appelle formule de Taylor de la fonction / (x). 

Si dans la fotmule de Taylor on fait a = 0, on trouve 

/W = /(0)+^/'(0)+|-/"(0)+... 



.. + ^ 7 / < " > (0) + ^— f in+l \Qx). 

nl (h+1)! 



(9) 



ou 0 est compris entre 0 et 1. Ce cas parti culier de la formule de Taylor est 
connu sous le nom de formule de Maclaurin. 



§ 7. Developpement des fonetions e x , sin x, cos x par la 
formule de Taylor 

1. Developpement de la fonction f[x)=e x . En calculant les derivees successives 
de f (x), nous avons: 

/(x) = e*,f(0)=l. 
f(x) = e\ f(0) =1, 

f\x)=7,f\( 0)=1. 

En substituant les expressions trouvees dans la formule (10) § 6 nous avons: 



x , x x 2 x 3 x n x" +1 

e =1 + — + — + — + ... + h e 

1 2! 3! nl (w + 1)! 

O<0< 1. 

Si | jc | < 1, alors, en prenant n = 8, on a pour le reste l'estimation suivante 




La formule obtenue en posant x = 1 permet de calculer la valeur approchee du 
nombre e : 
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e = 1 + 1 + — + — + ... + — 

2! 3! 8! 

Si l'on effectue les calculs en prenant 6 chiffres ) apres la virgule, puis, 
arrondissant le resultat, en conservant 5 chiffres, on trouve e = 2,71828. Les 
quatre premiers chiffres apres la virgule sont exacts puisque l'erreur n'excede 
3 

pas le nombre — ou 0,00001. 

9! 

Remarquons que quel que soit x, le reste 

n + 1 

R = — e dx quand n —> co 

(n + 1)! 

.En effet, puisque 0 < 1, la quantite e 01 est bomee, pour x fixe (elle est plus 
petite que e x si x > 0 et plus petite que 1 si x < 0). 

Demontrons que pour tout x fixe 

n+l 

> 0 quand n-> co. 

(n + 1)! 

En effet, 



n+l 

X 


XXX 


X X 


(n + l)! 


- T 2T 


n n + 1 



Si x est un nombre fixe, il existe alors un entier positif N tel que 

| x | < jV. 

lx 

Posons — = q\ alors, compte tenu de ce que 0 < q < 1 , nous 
pouvons ecrire pour n=N+ 1, N+ 2, N+ 3, etc. 



n+l 

X 


XXX 


XX xxx 


X 


X 


(n + l)! 


~ t* 2 " y* 


n n+l 1 2 3 


" N - 1 


~N 



xx xxx x 

— < ... q -q ■ ,..-q 

n n + l 1 2 3 N - 1 



N-\ 

X n-N+2 

<7 

(A + l)! 



X X 

car — = o; 

N N + 



\<q 



Autrement l'erreur sommaire d'arrondi peut de beaucoup depasser dans les 
calculs Rg (ainsi, pour un nombre de termes a additionner egal a 1 0 l'erreur peut 
atteindre 5*1 0‘ 5 ). 
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X 

Mais — — jyj" est une constante et, par consequent, ne depend pas de n; 
d'autre part, q" N+1 tend vers zero pour n — > oo. Done, 



lim 

n — >co 



(n + 1)! 



= 0 



(1) 



x w+ i 

Par consequent, R„ ( x ) = e 0A — tend egalement vers zero pour n -> oo. II 

(n + 1)! 



ressort de ce qui precede que quel que soit x, nous pouvons calculer e x avec la 
precision voulue a condition de prendre un nombre suffisamment grand de 
termes. 



2. Developpement de la fonction f[x)= sinx. Calculons les derivees successives 



de / (x) = sin x: 


/( 0) 


f\x) = cosx = sinj^x + -^j 


/( 0)=1, 


f"(x) = - sin x = sinj^x + 2 ^ j 


/"(0) = 0, 


f"'(x) = - cosx = sin^x + 3-^-j 


r (o)=-i, 


f IV (x) = sin x = sinfx + 4 ^ j 


,/ v (0) = 0, 



/"(x) = sin x + n^ / (n) (0) = sin n 

f" +l (x) = sin x + (n + l)-| / ( " +1) © = sin ^ + (n + l)y 

En substituant les expressions trouvees dans la fonnule (10) § 6, nous en 
deduisons le developpement de la fonction / (x) = sin x, d'apres la fonnule de 
Taylor : 

x 3 x 5 x" . Jt x" +1 . [ 7t 

smx = x 1 ... H sinn — I sm £ + (n + 1) — 

3! 5! n! 2 (n + 1)! |_ 2 
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Appliquons la formule ainsi trouvee au calcul de la valeur approchee de sin 20°. 
Posons n = 3, c’est-a-dire que nous ne considererons que les deux premiers 
termes du devellopement : 

sin 20°= sin — « — - — f — 1 =0342. 

9 9 3! V 9 J 

Evaluons l'erreur commise qui est egale au reste : 

|*3 1§ [j] ^sin(5 + 2it)^j 1 = 0,0006 <0,001. 

L'erreur commise est done inferieure a 0,001, e'est-a-dire que sin 20° = 0,342 a 
0,001 pres. 

Les graphiques de la fonction/ (x) = sin x et des trois premieres approximations 

3 3 5 

<S\(x) = x;St(x) = x- — :S-,(x) = x- — + — . 

3! 3! 5! 

sont donnes sur la figure 97. 

3.Developpement de la fo nc t i o n /(x)= cosx. 

En calculant les derivees successives de la fonction / (x) = cos x au point x = 0 
et en les substituant dans la formule de Maclaurin nous trouvons le 
developpement : 
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, XX X f 71 ) X , . Jt 

cosx = 1 1 ... h cos n — h cos t +{n + 1) — 

2! 4! n\ V 2) (w + 1)! [_ 2_ 

\$\<\x\ 

Dans ce cas egalement fim R„ (x) = 0 pour toutes les valeurs de x. 

n — >oo 

Exercices 

Verifier le theoreme de Rolle pour les fonctions 

1. y = x 2 - 2>x + 2 sur le segment [1, 2]. 

2. y = x 3 + 5x 2 - 6x sur le segment [0, 1]. 

3. y = (x- l)(x - 2)(x - 3) sur le segment [1, 3], 

4. y = sin 2 x sur le segment [0, n], 

5 . La fonction / (x) = 4x 3 + x 2 - 4x - 1 a pour racines 1 et - 1 . T rouver la racine 
de la derivee / (x), dont il est question dans le theoreme de Rolle. 

6. Verifier qu'entre les racines de la fonction y = l]x 2 -5x + 6 se trouve une 
racine de sa derivee. 

7. Verifier le theoreme de Rolle pour la fonction y = cos 2 x sur le segment 




8. La fonction y = \-yx 4 s'annule aux extremites du segment [-1, 
1]. Verifier que la derivee de cette fonction ne s'annule en aucun point de 
l'intervalle (-1, 1). Expliquer pourquoi on ne peut appliquer ici le theoreme 
de Rolle. 

9. Composer la formule de Lagrange pour la fonction v = sin x sur le segment 
[x\, x 2 ]. Rep. sin x 2 - sin X\ = ( x 2 - Xi) cos c,X\<c< x 2 . 

10. Verifier la formule de Lagrange pour la fonction y = 2x -x 2 sur le segment 

[0,1]. 

11. En quel point la tangente a la courbe y = x" est parallele a la corde 
soustendant les points M x (0, 0) et M 2 ( a , a")? Rep. Au point d'abscisse 



a 




12. En quel point la tangente a la courbe v = Log x est parallele a la corde 
sous-tendant les points M x (1, 0) et M 2 (e, 1)? Rep. Au point d'abscisse c = 

e -1 

Utiliser la formule de Lagrange pour demontrer les inegalites : 

13. e x > 1+ x. 

14. Log (1 +x) < x (x > 0). 

15. b"-a < nb" - 1( b - a ) pour b > a. 

16. arctgx<x. 
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17. Ecrire la formule de Cauchy pour les functions / (x) = x 2 , cp(x) = x 3 sur 



le segment [1, 2] et trouver c. Rep. c= — 



Calculer les limites suivantes 

x -\ 1 

18. lim .Rep. — . 

jc->i jc — 1 n 

20. lim Mp. 2. 

x - sin x 



£~ X 

19. lim — : Rep. 2. 

x— »o sin x 



X j 

21: lim . Rep. -2. 

*->0 cos x - 1 



22. lim - • Rep. La limite n'existe pas ( -Jl pour x— > +0, 

>o v 1 - cos x 



- 4l pour x — > - 0). 



23. lim 



log sin x 1 



n ( n-2x ) 2 



Rep. — — • 24. lim 



. Rep. Log — 
a 



25. lim 



x-arcsinx 



.Rep. 26. lim 



-on 3x-l 3 

29. lim — — ■ Rep. — 

x— >oo 2x + 5 2 



3 1 • lim : 

x— >oo arc ctg x 



sin x - sin a 



x— >a X — Cl 



. Rep. cos a. 



ci ri y — 1 

27. lim — - — - — -Rep. 2. 28. lim 

y ^> o log(l + y) x->0 



e x sinx-x 1 

hm — ~ 2 — - Rep. - 

*->o 3x"-x 5 3 



30. lim — — (ou n > 0) . Rep. 0. 



.Rep. 1. 32. lim 



. Rep. -1. 



33. Hm — - • Rep. 0 pour a > 0 ; go pour a < 0. 

>+oo e aX 



, . e ' +e , , , log sin 3x 

34. lim — • Re . 1. 35. lim- : ■ Rep. 1. 

*->+00 e x -e x *— >o log sin x 

logtg lx log(x — 1) — X 

36. hm- . Rep. 1. 37. hm . Rep, 0. 

x->ologtg2x x — >i . n 

fg — 

2x 



TLX 7T 

38. lim (l-*)tg— .Rep. - 

x — >1 2 2 



39. lim ^T-^T 

x — >1 X 2 - 1 X - 1 



. Rep. . 

2 
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40. lim 

x — >1 1_ log X log X 



-1. “n. lim tsec^-ig^i . 



x l 1 l 1 

42. lim : — .Rep.- 43. lim* ctg 2x. Rep. - 

x— >1 X — I logx 2. Mil 7. 



44. lim x 2 e x ~ . Rep. co 

x-+0 

46. lim yft^ ■ Rep. 1. 



48. lim 1 + - • Rep. e a . 

X — >00 y X y 



45. lim x 1 * . Rep. - 

x — >1 e 

47. lim f — 1 8 -Rep. 1. 

x^ov^ J 

49. lim (ctg x) togif . Rep. - 



— x sin ' 

50. lim (cos x) 2 . Rep. 1. 51. hm 

Jt ? , ->oy q> 



sin (p U 



.Rep -= 



f 7CX^ 2 , 1 

52. hm tg — . Rep. - 

4 J e 

53. Decomposer le polynome x 4 - 5x 3 + 5x 2 + x + 2 suivant les puissance dex- 
2. Rep. -7 (x - 2 ) - (x - 2 ) 2 + 3 ( x - 2 ) 3 + ( x - 2 ) 4 . 

54. Decomposer suivant les puissances de x + 1 le polynome x 5 + 2x 4 -x 2 + x + 
1 . Rep. (x + l) 2 + 2 ( x + 1 ) 3 - 3(x + l) 4 + ( x + 1 ) 5 

55. Ecrire la formule de Taylor pour la fonction y = -Jx . pour a = 1, n = 3: 

Rep. 

I- x — 1 1 (x-1) 2 1 (x — 1) 3 3 (x — 1) 4 15 r 1 _Z 

1 -> 1.7 A 1.7.28 41 lfi L 1 



^ = l + x-l l lx-ir .i + U^.3_UziJ_x^.[l + 0(x-l)]-J, 
1 2 1-2 4 1-2-3 8 4! 16 L J 

56. Ecrire la formule de Maclaurin pour la fonction y = V l + x pour n = 2. 



56. Ecrire la formule de Maclaurin pour la fonction y = yj\ + x pour n = 2. 

Y Y 

Rep. VI +x =1 + — x — x 2 h , O<0 <1 

2 8 2 

16(1 + Ox) 2 

57. Utiliser les resultats de l'exemple precedent pour evaluer l'erreur de l'egalite 
approchee 

Vl + x a 1 + — x - — x 2 pour x = 0,2. Rep. Inferieure a — — - . 



r, .1 1 2 

Vl + x a 1 + — x — x pour x 
2 8 



^ O Z-1U 

Elucider la provenance des egalites approchees pour les faibles valeurs 
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Chapitre V 

ETUDE DE LA VARIATION DES FONCTIONS 



§ 1. Position du probleme 

L'etude des rapports quantitatifs entre les divers phenomenes de la nature nous 
pousse a rechercher et a etudier le lien fonctionnel existant entre les variables 
qui caracterisent un phenomene donne. Si ce lien fonctionnel peut etre exprime 
sous une forme analytique, c'est-a-dire a l'aide d'une ou de plusieurs formules, il 
nous est alors possible d'entreprendre l'etude de cette dependance fonctionnelle 
par les methodes de l'analyse mathematique. Par exemple, lors de l'etude de la 
trajectoire d'un projectile lance dans le vide, nous trouvons la fonnule 

Vg sin 2 a 

K = 

8 

g qui exprime la relation fonctionnelle existant entre la portee R, Tangle de tir a 
et la vitesse initiale v 0 (g est Tacceleration de la pesanteur). 

Grace a cette formule, il nous est possible de determiner pour quelles valeurs de 
a la portee R sera maximum ou minimum, dans quelles conditions 
l'augmentation de a entrainera celle de la portee, etc. 

Citons un autre exemple. L'etude des vibrations d'un corps reposant sur des 
ressorts (train, automobile) nous fournit une formule exprimant la dependance 
fonctionnelle entre l'ecart y de ce corps de la position d'equilibre et le temps t: 

y = e kt (A cos cot + B sin cat). 

Les grandeurs k. A, B , co entrant dans cette fonnule ont une valeur bien 
determinee pour un systeme vibratoire donne (elles dependent de Telasticite des 
ressorts, du poids du corps, etc., mais ne varient pas avec le temps t ) et, par 
consequent, peuvent etre considerees cornme constantes. 

La formule obtenue pennet de conclure pour quelles valeurs de t l'ecart y 
augmente avec t, comment varie la valeur de l'ecart maximum avec le temps, a 
quelles valeurs de t correspondent ces ecarts maximums, pour quelles valeurs de 
t on obtient les vitesses maximums de deplacement du corps, etc. 
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Toutes les questions de ce genre se rapportent a un meme probleme, plus 
general, que l'on nomme « l'etude de la variation des fonctions ». 

Il est evidemment malaise de repondre a toutes ces questions en calculant la 
valeur numerique des fonctions en certains points, (comme nous l'avons fait au 
ch. II). L'objet du pressent chapitre est de dormer les principes generaux de 
l'etude de la variation des fonctions. 



§ 2. Croissance et decroissance des fonctions 

Nous avons defini au § 6 du chapitre I les fonctions croissante et decroissante. 
Nous utiliserons maintenant la notion de derivee pour l'etude de la croissance et 
de la decroissance des fonctions. 

Theoreme. 1) Si la fonction f (x) derivable sur le segment [ a , b] est 
croissants sur ce segment, alors sa derivee n'est pas negative sur ce segment, 
c ’est-a-dire f (x) > 0. 

2) Si la fonction f ( x ) est continue sur le segment [a, b], derivable dans 
I'intervalle (a, b ) et si de plus / (x) > 0 pour a < x < b, alors:, f (x) est une 
fonction croissante sur le segment [a, b]. 



Demonstration. Demontrons tout d'abord la premiere partie du theoreme. 
Soit / (x) une fonction croissante sur le segment [a, b\. Donnons a la variable 
independante x un accroissement Ax et considerons le rapport 
/(x + Ax)-/(x) 

Ax ' 

f (x) etant une fonction croissante, on a / (x + Ax) > / (x) pour Ax > 0/(x + Ax) < 
/ (x) pour Ax < 0 
Dans les deux cas 

/(x + Ax)-/(x) >0 (2) 

Ax 



et, par consequent, 



/(x + Ax)-/(x) 
lim ^ H , 

A.x->0 Ax 



c’est-a-dire f{x) > 0, ce qu'il fallait demontrer. (Si nous avions /’ (x) < 0, le 
rapport (1) serait negatif pour les valeurs suffisamment petites de Ax, ce qui 
aurait contredit la relation (2).) 

Demontrons maintenant la seconde partie du theoreme. Soit/ 1 (x) > 0 pour tous 
les x appartenant a I'intervalle (a, b ). 

Considerons deux valeurs arbitraires x h et x 2 (xi < x 2 ) de la variable 
independante prises sur le segment [a, b]. 
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En vertu du theoreme de Lagrange sur les accroissements finis, nous avons: 
f(x 2 ) - f (*i) =/© (X2-Xi),Xi<t,<X 2 

Par hypothese/ (q) > 0, par consequent,/ ( x 2 ) - / (xi) > 0, ce qui exprime bien 
que / (x) est une fonction croissants.. 




On peut enoncer un theoreme analogue pour les fonctions d4croissantes 
(derivables) 

Si f (x) est une fonction decroissante sur [a, b\, alors f (x) < 0 sur ce segment. 
Si /(x) < 0 dans Vinten’alle (a, b), alors f (x) est decroissante sur le segment [a, 
b], [Bien entendu, nous supposons ici egalement que la fonction / (x) est 
continue en tout point du segment [a, b ] et derivable en tout point de 
l'intervalle (a, b).\ 

Remarque. Le theoreme que nous venons de 
demontrer s’interprete geometriquement comme 
suit: si la fonction / (x) est croissants sur le 
segment [a, 6], la tangente de la courbe y = f (x) 
forme, en chaque point de ce segment, un angle 
aigu cp avec l’axe Ox (en certains points elle peut 
etre paralleles a cet axe). La tangente de cet 
angle n'est done pas negative : /’ (x) = tg (p > 0 
(fig. 98, a). Si la fonction/ (x) est decroissante sur 
le segment [a, b ], 1’ angle forme par la tangente 
et l’axe Ox est obtus (ou exceptionnellement, en 
certains points, la tangente est parallele a l'axe Ox). Fig. 99 

La tangente de cet angle n’est done pas positive (fig. 98, b). La seconde partie 
du theoreme s'interprete de la meme faqon. Ainsi, ce theoreme permet de 
conclure si la fonction est croissante ou decroissante d'apres le signe de la 
derivee. 

Exemple. Determiner le domaine de croissance et de decroissance de la 

fonction : y = x 4 . 
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S o 1 u t i o n . La derivee de cette fonction est : 

_y'=4x 2 ; 

pour x > 0 on a y ' > 0 et par suite la fonction est croissante ; pour x < 0, on a y ' < 
0 et la fonction est decroissante (fig. 99). 



§ 3. Maximum et minimum des fonctions 

Definition du maximum. On dit que la fonction / (x) admet un maximum au 
point xi si la valeur de la fonction/ (x) est en ce point plus grande qu'en tout 
autre point d'un certain intervalle contenant le point X\. En d'autres termes, la 
fonction / (x) admet un 





maximum au point x = X\ si / (xi + Ax) < / (xi) pour tous les Ax (positifs ou 
negatifs) suffisamment petits en valeur absolue ). 

Par exemple, la fonction y =/ (x), dont le graphique est represente sur la figure 
1 00, admet un maximum pour x = X\. 

Definition du minimum. On dit que la fonction/ (x) admet un 
minimum pour x = x 2 si 

/(x 2 + Ax) >/(x 2 ), 

pour tous les Ax (positifs ou negatifs) suffisamment petits en valeur absolue 
(fig. 100). Par exemple, la fonction y =x 4 , que nous avons consideree a la fin du 
precedent paragraphe (voir fig. 99), admet un minimum pour x = 0, puisque y = 
0 pour x = 0, et y > 0 pour toutes autres valeurs de x. 



On enonce parfois comme suit cette definition: la fonction / (x) admet un 
maximum au point xi s'il existe un voisinage (a, P) du point xi (a < Xi < < P) tel 
que pour tous les points de ce voisinage differents de x t l'inegalite /(x) </ (xi) 
soit satisfaite. 
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Nous tenons a attirer l'attention sur les points suivants relatifs a la definition 
du maximum et du minimum. 

1 . Une fonction definie sur un segment ne peut atteindre son maximum 
ou son minimum qu'en un point interieur de ce segment. 

2. On ne doit pas confondre le maximum et le minimum d'une fonction 
respectivement avec sa plus grande et sa plus petite valeur (les homes 
superieure et inferieure) sur. le segment considere : la valeur de la fonction au 
point de maximum n'est sa plus grande valeur que par rapport a ses valeurs aux 
points x suffisamment voisins du point de maximum. De meme, en un 
point de minimum, elle n'est la plus petite valeur de la fonction que par rapport 
a ses valeurs aux points suffisamment voisins du point de minimum. 
C'est pourquoi on emploie parfois les expressions maximum relatif ou 
minimum relatif, au lieu de maximum et minimum. 

Ainsi, la figure 101 represente une fonction definie sur le segment [a, b] qui a 

un maximum pour x = x 3 et x = x 3 ; 
un minimum pour x = x 2 et x = x 4 ; 

mais le minimum de la fonction pour x = x 4 est plus grand que le maximum de 
cette fonction pour x = X\. En outre, la valeur de la fonction pour x = b est plus 
grande que la valeur de cette fonction aux points de maximum. 

On appelle les maximums et les minimums d'une fonction les extremums ou les 
valeurs extremales de cette fonction. 

Les valeurs extremales d'une fonction et leurs dispositions sur le segment [a, b\ 
caracterisent dans une certaine mesure la variation de la fonction par rapport a 
la variation de la variable independante. 

Nous indiquerons, par la suite, une methode pour trouver les valeurs extremales. 

Theoreme 1 (Condition necessaire pour l'existence 
d ' u n , extremum). Si la fonction derivable y=f (x) a un maximum ou un 
minimum au point x = X\, alors sa derivee s'annule en ce point, c’est-a-dire f 

(*i) = o. 



Demonstration. Supposons, pour fixer les idees, que la fonction y =/ (x) 
ait un maximum au point x = X\. Alors nous aurons pour les Ax (Ax # 0) 
suffisamment petits en valeur absolue 

f(x\ + Ax) </(x 0, 

c'est-a-dire 



f(x i + Ax) -f(x i) < 0. 
Mais alors le signe du rapport 



/(x, +A x)-/(xj) 



Ax 



est determine par le signe de Ax- 
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Si la derivee de / (x) existe au point x = x h la limite du second membre ne 
depend pas de la maniere dont Ax tend vers zero (en restant positif ou negatif). 
Mais si Ax — » 0 en restant negatif, alors 

fix i)>0. 

Si Ax — > 0 en restant positif, alors 

f(xf)< 0. 



Comme/(xi) est un nombre bien defini ne dependant pas de la maniere dont Ax 
tend vers zero, les deux inegalites precedentes ne sont compatibles que dans le 
cas ou 



fix 0 = 0 . 



On demontrerait d'une maniere analogue le theoreme pour le cas du minimum. 
Le theoreme ainsi demontre traduit la propriety geometrique suivante : si la 
fonction/ (x) a une derivee au point de maximum ou au point de minimum, la 
tangente a la courbe y =f (x) en ces points est parallele a l'axe Ox. En effet, il 
vient de la relation / (xi) = tg cp = 0, ou tp est l'angle forme par la tangente et 
l'axe Ox, que cp = 0 (fig. 100). 



II decoule immediatement du theoreme 1 : si la derivee de la fonction f (x) 
existe pour toutes les valeurs considerees de la variable independante, alors la f 
onction ne peut avoir un extremum (maximum ou minimum) que pour les 
valeurs de x annulant la derivee. La reciproque n’est pas vraie : un point ou la 
derivee s'annule n'est pas necessairement un maximum ou un minimum de la 
fonction. Par exemple, la derivee de la fonction representee sur la figure 100 
s'annule au point x = x 3 (la tangente est parallele a l'axe Ox), mais en ce point la 
fonction n'a ni maximum ni minimum. 



De meme, la derivee de la fonction v = x 3 (fig. 102) s'annule au point x = 0: 



(/)*= o =( 3 * 2 )*=o =° 



mais en ce point la fonction n'a ni maximum ni minimum. En effet, aussi voisin 
que soit le point x du point 0, nous avons x 3 < 0 pour x < 0 et x 3 > 0 pour x > 0. 
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Nous avons etudie le cas d'une fonction / (x) derivable en tout point de son 
domaine de definition. Que peut-on dire au sujet des points ou la derivee 
n'existe pas? 




Fig. 102 Fig. 103 



Nous montrerons sur des exemples qu'en ces points la fonction peut avoir un 
maximum ou un minimum, mais peut egalement ne pas avoir de maximum ni 
de minimum. 

Exemplel. La fonction y~ \ x \ n'a pas de derivee au point x = 0 (en ce 
point la courbe n'a pas de tangente definie), mais elle a un minimum en ce point 
(fig. 103) :y = 0 pour x = 0 et en tout autre point x different de zero v > 0. 

2 

Exemp le2. La fonction y = (1 — x 3 )n'a pas de derivee au point x = 0, 
2 1 J 

puisque y' = -(1-x 3 ) 2 x 3 devient infinie quand x tend vers zero ; toutefois 
elle admet un maximum en ce point: /( 0) = l,/(x) < 1 quand x est different de 
0 (fig. 104). 

Exemp le3. La fonction y = \[x n'a pas de derivee au point x = 0 (y' — »°o 

pour x-»0). En ce point la fonction n'a ni maximum ni minimum/ (0) - 0 ;/ (x) 
< 0 pour x < 0,/ (x) > 0 pour x > 0 (fig. 105). 

Ainsi, une fonction ne peut avoir d'extremum que dans deux cas aux points ou 
la derivee existe et s'annule ou aux points ou la derivee n'existe pas. 

Remarquons que si en un point la derivee n'existe pas (mais existe dans un 
certain voisinage de ce point), elle a une discontinuite ence point. 
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Les valeurs de la variable independante, pour lesquelles la derivee s'annule 
ou a une discontinuite, sont appelees points critiques ou valeurs critiques. 




Fig. 104 Fig. 105 

II decoule de ce qui precede que tout point critique n'est pas necessairement un 
extremum. Mais si la fonction a un maximum ou un minimum en un certain 
point, ce dernier est necessairement un point critique. C'est pourquoi on precede 
de la maniere suivante pour rechercher les extremums. On trouve d'abord tous 
les points critiques, puis on etudie chaque point critique separement, afin de 
determiner si c'est un maximum, un minimum de la fonction ou si ce n'est ni 
l'un ni l'autre. 

L'etude de la fonction aux points critiques est basee sur les theoremes suivants. 

Theoreme 2. (Conditions suffisantes pour l'existence 
d'un extremum). Soit f (x) une fonction continue dans un intervalle 
contenant le point critique X\ et derivable en tout point de cet intervalle ( sauf 
peut-etre au point Xi). Si la derivee change de signe du plus au moins quand on 
passe par le point critique de gauche a droite, la fonction a un maximum pour x 
= X\. Si la derivee change de signe du moins au plus quand on passe par le 
point X\ de gauche a droite, la fonction a un minimum en ce point. 

Ainsi, 

[ fix') > 0 pour x < X| , 
si a) \ 

[f (x) < 0 pour x > X| , 
la fonction admet un maximum au point xg 

[ f\x) < 0 pour x < x, , 
si bM 

[/ (x) > 0 pour x > X, , 

la fonction admet un minimum au point X\. En outre, il faut que les conditions a) 
ou b ) soient remplies pour toutes les valeurs de x suffisamment proches de xi, 
c'est-a-dire pour tous les points d'un voisinage suffisamment petit du point 
critique X\. 
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Demonstration. Supposons d'abord que la derivee change de signe en 
passant du plus au moins, c'est-a-dire que pour tous les x suffisamment voisins 
du point xi, nous avons 

/(x) > 0 pour* <x h 
/(x) < 0 pour x >Xi. 

En appliquant le theoreme de Lagrange a la difference/ (x) - / (x{), on obtient: 
fix) -fix i) =/©(x-x l), 
ou £, est un point compris entre x et x\. 



1) Soitx <x t ; alors 
et, par consequent, 
ou 

2) Soitx>Xi; alors 
et, par consequent, 
ou 



^<x 1 ,/©>0,/©(x-x 1 )<0 
f(x)-f( Xl )< 0 
fix) </(*,). (1) 

^>x„/©<0,/©(x-x 1 )<0 
fix) -/(xi) < 0 
/(x)</(xO. (2) 



Les relations (1) et (2) montrent que pour toutes les valeurs de x suffisamment 
voisines de x\ la valeur de la fonction est plus petite que la valeur de la fonction 
au point xi. Cela signifie justement que la fonction/ (x) admet un maximum au 
point xi. 

On demontre d'une maniere analogue la seconde partie de ce theoreme. 



La figure 106 illustre clairement la signification geometrique du theoreme 2. 
Supposons que /(xi) = 0 pour x = Xiet que pour toutes les autres valeurs de x 
suffisamment voisines de Xi les inegalites 



soient satisfaites. 



/ (x) > 0 pour x < Xi, 
/ (x) < 0 pour x > Xi 



Alors pour x < Xi la tangente a la courbe fonne avec l'axe Ox un angle aigu, la 
fonction est croissante ; pour x > Xi la tangente a la courbe forme avec l'axe Ox 
un angle obtus, la fonction est decroissante ; au point x = x\ la fonction qui etait 
croissante devient decroissante, autrement dit, elle admet un maximum. 
Supposons maintenant que / (x 2 ) = 0 pour x = x 2 et que pour toutes les autres. 
valeurs de x suffisamment voisines de x2 les inegalites 
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/ (x) < 0 pour x < x 2 , 

/ (x) > 0 pour x > x 2 

sont satisfaites. Alors pour x < X\ la tangente a la courbe forme avec l'axe Ox un 
angle obtus, la fonction est decroissante ; pour x > x 2 la tangente a la 
courbe fonne avec 




Fig. 106 



l'axe Ox un angle aigu, la fonction est croissante. Au point x = x 2 la fonction 
decroissante devient croissante, c'est-a-dire qu'elle a un minimum. 

Supposons qu'au point x = x 3 /(x 3 ) = 0 et que pour toutes les valeurs de x 
suffisamment voisines de x 3 , les inegalites soient satisfaites. 

/ (x) > 0 pour x < x 3 , 

/ (x) > 0 pour x > x 3 

Alors la fonction est croissante pour x < x 3 ainsi que pour x > x 3 . Par 
consequent, elle n'a ni maximum ni minimum au point x = x 3 . C'est justement 
ce qui a lieu pour la fonction y = x 3 au point x = 0. 

En effet, la derivee de cette fonction est egale a y'= 3x 2 , done 

(/)*= o =°> (/)*<o >°> (A>o >0 

Cela signifie que la fonction n'a ni maximum ni minimum au point x = 0 (voir 
fig. 102). 

§ 4. Marche a suivre pour I'etude du maximum et du 
minimum d'une fonction derivable a I'aide de la derivee 
premiere 

En nous referant au paragraphe precedent, nous pouvons enoncer la regie 
suivante concemant I'etude du maximum et du minimum d'une fonction 
derivable 




y=m 



181 



1 . On calcule la derivee premiere/' (x) de la fonction. 

2. On cherche les valeurs critiques de la variable independante x; pour 

cela 

a) on cherche les racines reelles de l'equation obtenue en egalant a zero 
la derivee premiere f (x) = 0 ; 

b) on cherche les valeurs de x pour lesquelles la derivee / (x) a des 
discontinuity s. 

3. On etudie le signe de la derivee a gauche et a droite du point 
critique. Comme le signe de la derivee ne change pas dans l'intervalle compris 
entre deux points critiques consecutifs, il suffit, pour etudier, par exemple, le 
signe de la derivee a gauche et a droite du point critique x 2 (fig. 106), de 
determiner le signe de la derivee aux points a et (5 (xi < a < x 2 , x 2 < P < x 3 , ou xq 
et x 3 sont les points critiques voisins de x 2 ). 

4. On calcule la valeur de la fonction/ (x) pour chaque valeur critique 
de la variable independante. 

Nous obtenons ainsi le schema suivant exprimant les differents cas qui peuvent 
se presenter. 



Signe de la derivee/ (x) au voisinage du point 
critique Xi 


Nature du point critique 


X < X\ 


X = X\ 


X > X] 




+ 


f (xi)=0 ou discontinuity 


- 


Maximum 


- 


/ (xi)=0 ou discontinuity 


+ 


Minimum 


+ 


/ (xi)=0 ou discontinuity 


+ 


Ni maximum ni minimum (la 
fonction est croissante) 


- 


/ (xi)=0 ou discontinuity 


- 


Ni maximum ni minimum (la 
fonction est decroissante) 



Exemplel. Trouver les maximums et les minimums de la fonction 

v = — — 2x 2 + 3x + 1 . 

' 3 

Solution. 1 ) Calculons la derivee premiere de cette fonction 

y’ = x 2 - 4x + 3. 

2) Trouvons les racines reelles de la derivee 

x 2 - 4x + 3 = 0. 

Par consequent, xi = 1, x 2 = 3. 

La derivee est partout continue; il n'y a done pas d'autre point critique. 

3) Etudions les valeurs critiques et reportons les resultats sur la figure 107. 



Etudions le premier point critique xi = 1. Comme v' = (x - 1) (x - 3), alors 



y-j-2x 2 +3x+l 



pour x < 1 nous avons y'= (-) • (-) > 0 ; 
pour x > 1 nous avons y'= (+)■ (-) < 0. 

Done au voisinage du point x 3 = 1 (quand 
on passe de gauche a droite) la derivee change de 
signe ; elle passe du plus au moins. La fonction 
admet done un maximum pour x = 1 . La valeur de 
la fonction en ce point est 

(y) x =i = | 

Etudions le second point critique x 2 = 3: 
pour x < 3, nous avons y'= (+) • (-) < 0 ; 
pour x > 3, nous avons y'= (+) • (+) > 0. 



/ Cela signifie qu'au voisinage du point x = 3 la 
derivee change de signe ; elle passe du moins au 
plus. La fonction a done un minimum pour x = 3. La 
valeur de la fonction en ce point est: 

Fig. 107. (>i = 3 =' 

Les resultats de notre etude nous pennettent de construire le graphique de la 
fonction (fig. 107). 

Exemple2. Trouver les maximums et les minimums de la fonction 
y = (x- 1)V? 

Solution. 1) Calculons la derivee 

, 3 r— 2(x-l) 5x-2 

/ = /x 2 + — ^ = — -j=r- 

3 Vx 3vx 

2) Trouvons les valeurs critiques de la variable independante : a) 
trouvons les points ou la derivee s'annule 

,_5x-2 _ 2 

- V “ 3^ " ‘ “ 5 

b) determinons les points de discontinuity de la derivee (dans le cas present la 
fonction devient infinie). Le point 

x 2 = 0 

est evidemment au nombre de ces derniers. (Notons que la fonction est definie 
et continue au point x 2 = 0). 

Il n'y a pas d'autres points critiques. 



3) Determinons la nature des points critiques trouves. Etudions le point 
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*i=7- Notons q ue (y')x< 2 < °> (y'L 2 > 

5 5 5 



nous pouvons done conclure que la fonction admet un minimum au point x= 



La valeur de la fonction au point de minimum est egale a 




hl± 

5 V 25 



2 

J' 



Etudions le second point critique x = 0. II vient de 

O)*<o>0, (v%>o<0 

que la fonction a un maximum au point x = 0. En outre, (y) x = o- Le graphique 
de la fonction consideree est represente sur la figure 108. 



§ 5. Etude du maximum et du 
minimum des fonctions a I'aide 
de la derivee seconde 

Soit y = f (x) une fonction dont la derivee 
s'annule au point x = x,, e'est-a-dir e/ (xi) = 0. 
Supposons, en outre, que la derivee seconde/' 
(x) existe et soit continue dans un voisinage du 
point x\. Nous pouvons alors enoncer le 
theoreme suivant. 

Tlieoreme. Soitf (/) = 0; alors la fonction 
a un maximum au point x = X\ si f (xq) < 0 et 
un minimum sif ” (xq) > 0. 




Demonstration. Demontrons d'abord la premiere partie du theoreme. 
Soient 

f(x\) = 0 ct /”( X|) < 0 

f\x) etant par hypothese continue dans un certain voisinage du point x = X\, il 
existe evidemment un segment suffisamment petit contenant le point X\ en tout 
point duquel la derivee seconde/' (x) est negative. 



Mais/' (x) est la derivee de la derivee premiere,/' (x) = (f {x))', e'est pourquoi 
il resulte de la condition (f (x))' < 0 que la fonction / (x) est decroissante sur le 
segment contenant x = xi (§ 2, ch. V). Mais / (xi) = 0, par consequent, sur ce 
segment nous avons/ (x) > 0 pour x < Xi et f’(x) < 0 pour x > x,, e'est-a-dire que 
la derivee/ (x) change son signe du plus au moins quand on passe par le point x 
= X\. Cela signifie justement que la fonction / (x) a un maximum au point X\. La 
premiere partie du theoreme est ainsi demontree. 
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On demontre d'une maniere analogue la seconde partie du theoreme : si/' (/) > 
0, alors/' (x) > 0 en tous points d'un certain segment contenant le point x\, done 
sur ce segment /' (x) = (f (x))' > 0, et, par consequent, / (x) est croissante. 
Comme/ (xi) = 0, cela signifie qu'en passant par le point Xi la derivee / (x) 
change son signe du moins au plus, en d'autres termes, la fonction / (x) a un 
minimum au point x=X\. 

Si au point critique /' (/) = 0, la fonction peut soit admettre en ce point un 
maximum ou un minimum, soit ne pas avoir d'extremum en ce point. En pareil 
cas, l'etude de la fonction devra etre faite suivant la premiere methode (voir § 4, 
ch. V). 

L'etude des extremums a I'aide de la derivee seconde peut etre schematisee par 
le tableau suivant. 



f(x l) 




Nature du point 
critique 


0 


- 


Maximum 


0 


+ 


Maximum 


0 


0 


Non determine 



Exemplel. Determiner les maximums et les minimums de la fonction 

y = 2 sin x + cos 2x. 

Solution. La fonction etant periodique (la periode est egale a In), il suffit 
d'etudier le comportement de la fonction sur le segment (0, 2ti). 

1) Calculons la derivee: 

y' =2cos x - 2 sin lx = 2(cos x - 2 sin x cos x)= 2 cos x (1 - 2 sin x). 

2) Trouvons les valeurs critiques de la variable independante 

2 cosx (1 - 2 sin x) = 0, 
nn.5n.2n 
1 6 2 2 3 6 4 2 

3) Calculons la derivee seconde 

y " = 2sin x - 4 cos 2x. 

4) Determinons la nature de chaque point critique 

(y%^=~ 2~4~ = -3<0 
1 6 2 2 



Par consequent, nous avons un maximum au point x l = — : 





185 



D'autre part, 




1 

2 



2 ' 



{y") x= * =-2 1 + 41 = 2>0. 

2 




Le graphique de la fonction consideree est represente sur la figure 109. 

Montrons sur des exemples que si/ (xi) = 0 et f (xi) = 0, la fonction peut soit 
avoir au point x t un maximum ou un minimum, soit ne pas avoir d'extremum du 
tout. 

Exemp le2. Determiner les maximums et les minimums de la fonction 

y = 1 - x 4 . 

Solution. 1 ) Trouvons les points critiques : 

y' = - 4x 3 , -4x 3 = 0, x = 0. 

2) Determinons le signe de la derivee seconde au point x = 0: 

y” = -12x 2 , (y")x=o = 0. 



Par consequent, nous ne pouvons dans ce cas detenniner la nature du point 
critique considere a l'aide du signe de la derivee seconde. 

3) Etudions la nature du point critique en employant la premiere 

methode 
(voir § 4, eh. V) 

(v%< 0 > 0, (v’)x>o< 0. 
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La fonction a done un maximum au point x = 0. La valeur de la fonction en 
ce point est (y) x = 0 = 1 . 

Le graphique de la fonction consideree est represente sur la figure 110. 




Fig. 109 



Exemple 3. Detenniner les maximums et les minimums de la fonction y = 

6 

X . 

S o 1 u t i o n . En procedant suivant la seconde methode, nous trouvons: 

1 ) y'= 6x 5 , y' = 6x 5 = 0, x = 0 ; 2) y" = 30x\ (y '% = 0 = 0. 

La seconde methode ne pennet done pas de juger de la nature des points 
critiques. 




Fig. 110 Fig. Ill Fig. 112 



L'emploi de la premiere methode s'impose: 

(y% < o < 0, (y % > o > 0. Par consequent, la fonction a un minimum au point x = 
0 (fig. 111). 

Exemple 4. Trouver les maximums et les minimums de la fonction 

y = (x- l) 3 . 

Solution. Seconde methode: 
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y'=3 (x- l) 2 , 3 (x - l) 2 = 0, x = 1; 
y"= 6 (x - 1), (v"). T = i = 0; 

ainsi, l'emploi de la premiere methode s'impose puisque la. seconde methode est 
inefficace 

(v’) x <i > 0, (v') x >i > 0. 

Par consequent, la fonction n'a ni minimum ni maximum au point x = 1 (fig. 

112). 

§ 6. Plus grande et plus petite valeur d'une fonction sur 
un segment 



Soit y = f (x) une fonction continue sur un segment [a, b\. 
Elle atteint alors sur ce segment sa plus grande valeur (voir § 
10, ch. II). Supposons que cette fonction a un nombre fini de 
points critiques sur ce segment. Si la plus grande valeur est 
atteinte a l'interieur du segment [a, b\, elle s'identifiera 
evidemment avec l'un des maximums de la fonction (s'il y a 
plusieurs maximums), plus precisement, avec le plus grand 
de ces maximums. Mais il se peut egalement que la plus 
grande valeur soit atteinte a l'une des extremites du segment 
considere. Ainsi, sur le segment [a, b\ la fonction/ (x) atteint 
sa plus grande valeur soit a l'une des extremites du segment 
considere, soit en l'un des points critiques interieurs qui est 
justement un maximum. 

Ce raisonnement s'applique egalement a la plus petite valeur 
d'une fonction definie dans un intervalle donne ; elle est 
atteinte soit a l'une des extremites du segment, soit a l'un des 
points critiques interieurs qui est un minimum. 

II resulte de ce qui precede la regie suivante pour calculer la 
plus grande valeur d'une fonction continue sur le segment [a, 
b ] on precede de la maniere suivante 

1) on recherche tous les maximums de la fonction sur le 
segment considere ; 

2) on determine la valeur de la fonction aux extremites du 
segment en calculant / (a) et / (b) ; 

3) on choisit la plus grande parmi ces valeurs ; 



yx 3 -Jx+J 




Fig. 113 



elle sera justement la plus grande valeur de lafonction sur le segment considere. 



On procedera d'une maniere analogue pour determiner la plus petite valeur 
d'une fonction sur un segment donne. 



Exempl e. Determiner la plus grande et la plus petite valeur de la 



fonction v = x - 3x + 3 sur le segment I— 3;— j • 

Solution. 1) Trouvons les maximums et les minimums de la fonction sur le 



segment I - 3; — J : 

y'=3x 2 - 3, 3x 2 - 3 =0, —> = 1 , x 2 = -1 , 
y"=6x,(y") x= i = 6 > 0. 

Par consequent, la fonction a un minimum au point x = 1 : (_y) x=1 = 1 
D'autre part, (y ") r= _j = 6 < 0. 

Par consequent, la fonction a un maximum au point x = -1 : (y) x= _j = 5 
2) Calculons la valeur de la fonction aux extremites de l'intervalle 

(V) 3=^, 00*=-3 =-15. 



La plus grande valeur de la fonction consideree sur le segment ^-3; — 

est : (y) x= _| = 5, sa plus petite valeur est: (y) x= _ 3 = -15 
Le graphique de la fonction consideree est represente sur la figure 113. 

§ 7 . Application de la theorie du maximum et du 
minimum des fonctions a la resolution de problemes 



La theorie du maximum et du minimum des fonctions pennet de resoudre de 
nombreux problemes de geometrie, de mecanique, etc. Considerons quelques 
problemes de cette nature. 

« k 

T u„ 




Fig. 114 

Problemel. La portee R = OA (fig. (114) d'un projectile lance (dans le vide) 
avec une vitesse initiale v 0 sous un angle tp avec l'horizon est donnee par la 
formule : 

n Vo sin 2 tp 
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(g etant l'acceleration de la pesanteur). Pour une vitesse initiale donnee v 0 
determiner pour quelle valeur de l'angle tp la portee sera la plus grande. 
Solution. La grandeur R est une fonction de Tangle <p. Etudions les 

31 

maximums de cette fonction sur le segment 0 < <p < — 
dR 2vqCOs2 <p 2\’l cosltp 



d'autre part, 



la valeur critique est v = 



d 2 R 4vq sin 2(p [ d 2 R 



La fonction R presente, par consequent, un maximum pour la valeur <p= — 

4 



Les valeurs de la fonction R aux extremites du segment ^0; — J sont 

(r\=o= o , (*)^ = 0 

Le maximum trouve est bien la plus grande valeur de R. 

P r o b 1 e m e 2. Quelles doivent etre les dimensions d'un cylindre de volume v 
pour que sa surface totale S soit minimale ? 

Solution. Designons par r le rayon de la base du cylindre et par h la hauteur, 
nous avons: 

S = 2nr 2 + 2n rh. 

Le volume etant donne, h s'exprime en fonction de r par la formule v = m^h, 
d'ou 



En substituant cette valeur de h dans Texpression de S, nous avons: 

S = 2nr 2 + 2nr-^— 
nr 2 



S = 2 n?- 2 + — 
\ r 



v est ici un nombre donne. Par consequent, nous avons exprime S en fonction 
d'une seule variable independante r. 

Trouvons la plus petite valeur de cette fonction dans Tintervalle 0 < r < oo: 
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— = 2\ 2nr - — j, 2 7tr-- = 0,r 1 

dr y r 2 J r 2 \ 2n 

(d 2 s) J. 2 v^l 

— — =2 231 + — >0. 

< d'' ) r =r t ^ ’ ' r =’\ 

Par consequent, la fonction S a un minimum au point r = r\. Remarquons que 
lim S = co et lim S = oo , c'est-a-dire que la surface totale devient infinie 

r— >co 

pour r —> 0 ou r -+co. Nous concluons done que la fonction S atteint sa p 1 u s 
petite valeur au point r = r\. 



Mais si r = 3 — , alors 
V 231 

1 ' / v 

h = — — = 2 3 — = 2 r . 

3rr" V 231 

II en resulte que la surface totale d'un cylindre, pour un volume donne, sera 
minimum si la hauteur du cylindre est egale au diametre de la base. 

§ 8. Etude des maximums et des minimums d'une 
fonctiona I'aide de la formule de Taylor 



Nous avons indique au § 5 du chapitre V que si au point x = a f (a) = 0 et f (a) 
= 0, la fonction peut avoir soit un maximum, soit un minimum en ce point, mais 
peut egalement ne pas avoir d'extremum. Dans de pareils cas nous avons 
recommande de determiner les extremums en etudiant le comportement de la 
derivee premiere a gauche et a droite du point critique x = a. 

Nous allons montrer maintenant comment cette question peut etre resolue a 
I'aide de la formule de Taylor (§ 6, ch. IV). 

Supposons que non seulement /" (x), mais aussi les derivees successives de la 
fonction f (x), jusqu'a Tordre n inclusivement, s'annulent au point x = a 
f(a)=f(a)=...=f ) (a) = 0, (1) 

mais que 

f n+1 \a)*0 

Supposons, en outre, que les derivees de la fonction / (x) d'ordre n + 1 inclus 
sont continues dans le voisinage du point x = a. 

En tenant compte de (1), la fonnule de Taylor pour la fonction/ (x) prendra la 
forme : 



fix) =m- 



( x-a)" 



(33 + 1)! 

ou £, est un nombre compris entre a et x. 
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Commc /" 1 '(x), est continue dans le voisinage du point a et que/" +1) (a) *■ 

0, il existe un nombre positif h assez petit tel que pour tout x satisfaisant a 
l'inegalite | x - a \ < h on a f" + '\x) + 0. De plus, si/" +1) (a) > 0, nous aurons 
/ n+1 \x) > 0 en tout point de l'intervalle ( a - h, a + h); si f" +1 \a) < 0, nous aurons 
f n+i \x) < 0 en tout point de cet intervalle. 

Mettons la formule (2) sous la fonne 

hi 

(n + 1)! 

et considerons differents cas. 

Premier c a s . n est impair. 

a) Soit/" +1, (a) < 0. Alors, il existe un intervalle (a - h, a + h) ou la derivee (n + 
l) leme est negative en chaque point. Si x est un point de cet intervalle, E, est 
egalement compris entre a - h et a + h et, par consequent, /” +1) © < 0. n + 1 
etant un nombre pair, (x - a)" +1 > 0 pour x ^ a et par suite le second membre de 
la formule (2') est negatif. 

Par consequent, pour x * a nous avons en tout point de l'intervalle ( a - h,a + h): 

fix) -ft a) < 0; 

ce qui signifie que la fonction a un maximum au point x = a. 

b) Soit/" 1 V) (a) > 0. Dans ce cas, pour h suffisamment petit nous avons/" +1) (Q > 
0 en tout point x de l'intervalle ( a - h, a + h). Par consequent, le second membre 
de la formule (2') est positif, c'est-a-dire qu'en tout point de l'intervalle 
considere, pour x * a, nous aurons 

f{x) -f{a) > 0, 

ce qui signifie que la fonction a un minimum au point x = a. 

Deuxieme c a s . n est pair. 

Alors n + 1 est impair et la quantite (x - a) n+l a differents signes suivant que x < 
a ou x > a. 

Si h est suffisamment petit en valeur absolue, la derivee (n + i) leme conserve en 
tout point de l'intervalle ( a - h, a + h) le meme signe qu'au point a. Il en resulte 
que f (x) - f ( a ) a differents signes suivant que x < a ou x > a. Cela signifie 
justement que la fonction n'a pas d' extremum au point x = a. 

Remarquons que si pour n pair f l+l \a) > 0, alors f(x)<f (a) pour x < a et/(x) > 
/ ( a ) pour x > a. 

Si pour n pair f" +l \a) < 0, alors f(x)>f ( a ) pour x < a, et/ (x) < f (a) pour x> a. 

On peut enoncer les resultats obtenus de la maniere suivante. 

Si l'on a pourx = a: 



fia) =/” (a) = . . . = f" > (a) = 0 
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et si la premiere derivee f n+l \a) qui ne s'annule pas au point a est d'ordre pair, 
alors / (x) a un maximum au point a si/" +1) (a) < 0; 

/ (x) a un minimum au point a si/" +1) (a) > 0. 

Si la premiere derivee qui ne s'annule pas au point a est d'ordre impair, la 
fonction n'a pas d'extremum en ce point. En outre, 

fix) est croissante si/" +1) (a) > 0; 
fix) est decroissante si/" +1) (a)<0. 

Exemple. Trouver les maximums et les minimums de la fonction 
f (x) = x 4 - 4x 3 + 6x 2 - 4x + 1 . 

Solution. Cherchons les valeurs critiques de la fonction 
f(x) = 4x 3 - 12 x 2 + 12 x -4 = 4{x 3 - 3x 2 + 3x— 1 ). 

Nous trouvons de l'equation 

4 (x 3 - 3x 2 + 3x- 1)= 0 

que l'unique point critique est x = 1 (car cette equation n'a qu'une seule racine 
reelle). 

Determinons la nature du point critique x = 1 

f"{x) = 12x 2 - 24x +12 = 0 pourx = 1, 
f" (x) = 24x -24 = 0 pour x = 1 , 
f (x) = 24 > 0 quel que soit x. 

Par consequent, la fonction / (x) a un minimum au point x = 1 . 

§ 9. Convexite et concavite des courbes. Points 
d'inflexion 

Considerons dans le plan une courbe y =f (x) dont le graphique est celui d'une 
fonction univoque derivable. 

Definition 1. On dit que la courbe a sa convexite tournee vers les y positifs 
dans l'intervalle (a, b) si tous les points de la courbe se trouvent au-dessous de 
la tangente en l'un quelconque des points de cette courbe dans cet intervalle. 

On dit que la courbe a sa convexite tournee vers les y negatifs dans l'intervalle 
(b, c) si tous les points de cette courbe se trouvent audessus de la tangente en 
l'un quelconque des points de cette courbe dans cet intervalle. 
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On dit qu'une courbe, dont la convexite est tournee vers les y positifs, est 
une courbe convexe; de meme on dit qu'une courbe, dont la convexite est 
tournee vers les y negatifs, est une courbe concave. 

On donne sur la figure 115 une courbe qui est convexe dans l'intervalle (a, b) et 
concave dans l'intervalle ( b , c). 

L'orientation de la convexite est une caracteristique importante de la forme de la 
courbe. Dans ce paragraphe nous determinerons les criteres permettant de 
definir l'orientation de la convexite de la courbe representative de la fonction y 
=/ (x) dans divers intervalles. 

Demontrons le theoreme suivant. 

Tlieoreme 1 . Si la derivee seconde de la 
fonction f (x) est negative en tout point de 
l'intervalle (a, b ) c'est-a-dire si f (x) < 0, la 
courbe y =f (x) a alors sa convexite tournee vers 
les y positifs (la courbe est convexe) dans cet 
intervalle. 

Demonstration. Choisissons un point arbitraire x = x a dans l'intervalle (a, 
b) (fig. 115) et menons la tangente a la courbe au point d'abscisse x = x Q . Le 
theoreme sera demontre si nous prouvons que tous les points de la courbe dans 
cet intervalle sont disposes au-dessous de la tangente ou, en d'autres tennes, si 
l'ordonnee d'un point arbitraire de la courbe y = f (x) est plus petite que 
l'ordonnee y de la tangente pour une meme valeur de x. L'equation de la courbe 
est v =/(x). 

L'equation de la tangente a la courbe au point x = x c est : 
y~ f(x 0 ) = f'(x 0 )(x-x 0 ) 

OU 

y = /(*o)+ f\x 0 )(x-x 0 ) 

II resulte des equations (1) et. (2) que la difference des ordonnees de la courbe 
et de la tangente correspondant a une meme valeur de x est egale a 

y-y = fix) ~ f{x o ) + fix o )(x - x 0 ) . 

Appliquons le theoreme de Lagrange a la difference f(x)-f (x D ) : 
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Appliquons de nouveau le theoreme de Lagrange a l'expression entre 
crochets; alors 

v-v =/"(c,)(c-x 0 )(x-x 0 ) (3) 

(ou ci est compris entre x 0 et c). 

Considerons d’abord le cas x > x 0 . Dans ce cas x 0 < C\ < c < x ; etant donne que 

x - x 0 >0, c - x 0 > 0 

et que, par hypothese, 

f'ic i)<o, 

il vient de l'egalite (3) que y-y < 0. 



Considerons maintenant le cas x < x 0 . Dans ce cas x < c < Ci < x 0 et x - x 0 < 0, c - 
x 0 < 0 ; mais comme par hypothese/' (ci) < 0, il vient de l'egalite (3) que 

y-y <o. 



Nous avons ainsi demontre que chaque point de la courbe se trouve audessous 
de la tangente a la courbe en ce point quelles que soient 





les valeurs de x et de x G dans l'intervalle (a, b). Cela signifie justement que la 
courbe est convexe. Le theoreme est demontre. 

On demontre d'une faqon analogue le theoreme suivant. 

Theoreme V. Si la derivee seconde de la fonction f (x) est positive en 
chaque point de l'intervalle ( b , c), c'est-a-dire sif (x) > 0, la courbe y = f (x) a 
alors sa convexite tournee vers les y negatifs dans cet intervalle (la courbe est 
concave). 



y-y = f'ic)-(x-x 0 )-f'(x 0 )-(x-x 0 ) 



(ou c est compris entre, x 0 et x) ; alors 

y-y = [f'ic)-fix 0 )](x-xo) . 



Remarque. Les theoremes 1 et 1' peuvent etre interpretes geometriquement 
de la maniere suivante. Considerons une courbe y = f (x) dont la convexite est 
tournee vers les y positifs dans l’intervalle (a, b) (fig. 116). La derivee / (x) est 
egale a la tangente de Tangle a forme par la tangente a la courbe au point 
d'abscisse x et l'axe Ox; en d'autres tennes,/ (x) = tg a. C'est pourquoi/' (x) = 
[tg a] ’ x . Si/' (x) < 0 pour tout x de l'intervalle (a, b), alors tg a decroit pour x 
croissant. Il est geometriquement evident que si tg a decroit pour x croissant, la 
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courbe correspondante est convexe. Le theoreme 1 donne la demonstration 
analytique de cette propriety geometrique. 

Le theoreme 1' est susceptible d'avoir une interpretation geometrique analogue 
(fig. 117). 




Fig. 118 Fig. 119 Fig. 120 



Exemple 1 Determiner les intervalles de convexite et de concavite de la 
courbe 

y = 2 - x 2 

S o 1 u t i o n . La d erivee seconde 

y” = - 2 <0 

Pour toutes les valeurs de x. Par consequent, la convexite de la courbe est 
partout orientee vers le haut (la courbe est convexe) (fig 118). 

Exemple2. So it y=e x 

Comme 

y”= e* >0 

Pour toutes les valeurs de x, la courbe est concave, c’est-a-dire que sa convexite 
est orientee vers le bas (fig. 1 19). 



Exemple3. Soit la courbe definie par l’equation 



y = x 3 



Comme 

y"=6x 

y” <0 pour x<0 ety ” > 0 pour x > 0. Par consequent, la courbe a sa convexite 
orientee vers le haut pour x < 0 et vers le bas pour x > 0 (fig. 120). 



Definition 2. On appelle point d 'inflexion le point qui separe la partie 
convexe d’une courbe continue de sa partie concave. Les points O, A, et B des 
figures 120, 121 et 122 sont des points d’inflexion. 
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II est evident qu’en un point d’inflexion la tangente tr a v ers e la courbe, 
puisque d’un cote de ce point la courbe est disposee au-dessous dela 
tangente et de l’autre cote au-dessus. 

Etablissons mainteneant les conditions suffisante pour qu’un point de la courbe 
soit un point d’inflexion. 




Fig. 121 



Theoreme 2. Soit y=f[x) V equation de la courbe. Si f”(a ) = 0 ou si f”(a ) 
n 'existe pas et que la derivee seconde /’ ’(x) change de signe en passant par la 
valeur x = a, le point de la courbe d 'abscisse x = a est un point d 'inflexion. 
Demonstration. 

1 ) Soit /’ ’{x) < 0 pour x< a et/’ ’{x) >0 pour x > a. 

Alors, la convexite de la courbe est tournee vers les y positifs pour x < a et vers 
les y negatifs pour x > a. Par consequent, le point A de la courbe d’abscisse x = 
a est un point d'inflexion (fig. 121). 

2) Si f ' (jc) > 0 pour x < b et f ' 1 (x) < 0 pour x > b, la courbe a sa convexite 
tournee vers les y negatifs pour x < b et vers les y positifs pour x > b. Par 
consequent, le point B de la courbe d'abscisse x = b est un point d'inflexion (voir 

fig. 122). 




a) 6) 

Fig. 122 

Exemple 4. Trouver les points d'inflexion et determiner les intervalles de 
convexite et de concavite de la courbe y = e x (courbe de Gauss). 

Solution. 1) Calculons les derivees premiere et seconde: 

y' = — 2xe~ x ,y" = 2e~ x (2x 2 -1). 





ce second point d'inflexion decoule immediatement de la symetrie de la courbe 
par rapport a l'axe Oy. 

4) II resulte de ce qui precede que la courbe est concave pour - co < x < — — la 

V2 

, 11,, 1 

courbe est convexe pour — — <x< —= , la courbe est concave pour — — < x 

V2 V2 V2 

< 00 . 

5) II vient de l'expression de la derivee premiere y' = 2xe ~ *" que pour x < 0 on a 
y' > 0, done la fonction est croissante ; pour x > 0 on a y' < 0, done la fonction 
est decroissante ; pour x = 0 on a y' = 0. 

La fonction a un maximum en ce point, a savoir y = 1 . II est maintenant facile 
grace aux resultats obtenus de tracer le graphique de cette fonction (fig. 123). 
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Exemp 1 e 5. Trouver les points d'inflexion de la courbe y = x 4 . 

Solution. 1) Calculons la derivee seconde: y" = \2x 2 . 

2) Determinons les racines de l'cquation y" = 0: 

12x 2 = 0, x = 0. 

3) Etudions la valeur obtenue x = 0 pour x < 0, on a y" > 0, la courbe est 
concave; 

pour x > 0, on a y " > 0, la courbe est concave. 

Par consequent, la courbe n'a pas de point d'inflexion (fig. 124). 




Fig. 123 



Exemp 1 e6. Trouver les points d'inflexion de la courbe y = (x - 1) 3 . 
Solution. 1 ) Calculons les derivees premiere et seconde 

2 _5 

/=*-(*-!) y""--(x-i) 2 

2) La derivee seconde ne s'annule en aucun point, mais elle n'existe pas 
pourx = 1 (y" =±oo). 

3) Etudions la valeur x = 1 

pour x < 1 on a y " > 0, la courbe est concave ; pour x > 1 on a y " < 0, la courbe 
est convexe. La courbe a done un point d'inflexion pour x = 1 . C'est le point ( 1 ; 
0). 



U 




Fig. 124 Fig. 125 

Notons que y'= co pour x = 1 , c'est-a-dire que la tangente a la courbe en ce point 
est parallele a l'axe Oy (fig. 125). 




§ 10. Asymptotes 
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II arrive frequemment que Ton doit etudier la forme de la courbe v =/ (x) et, par 
consequent, le comportement de la fonction lorsque les coordonnees ou l'une 
des coordonnees d’un point variable de la courbe te nd e nt vers l’infini 
(en valeur absolue). Au cours d'une telle etude, un cas particulier retient surtout 
l'attention. 



Fig. 126 Fig. 127 

C'est celui ou la courbe consideree se rapproche indefiniment d'une certaine 
droite lorsqu'un point variable pris sur cette courbe tend vers l'infini ). 
Definition. La droite A est appelee asymptote d'une courbe si la distance 8 
d'un point variable M de la courbe a cette droite tend vers zero lorsque le point 
Mtend vers l'infini (fig. 126 et 127). 

Par la suite, nous distinguerons les asymptotes paralleles (c'est-adire paralleles 
a l’axe des ordonnees) et obliques (c'est-a-dire non paralleles a l'axe des 
ordonnees). 

I. Asymptotes paralleles a l’axe Oy 

II vient de la definition de l'asymptote que si lim /(x) = oo 

x— »fl+0 

ou lim /(x) = °o ou lim / (x) = co , alors la droite x = a est une asymptote 

x — >(7—0 x— >a 

de la courbe y =f (x). Inversement, si la droite x = a est une asymptote de cette 
courbe, alors l'une des egalites precedentes a lieu. 

Par consequent, pour determiner les asymptotes paralleles a l'axe Oy, il faut 
trouver les valeurs x = a pour lesquelles la fonction y = f (x) tend vers l'infini 
lorsque x — > a. Si une telle valeur de x existe, la droite x = a sera une asymptote 
de la courbe parallele a l'axe Oy. 

On dit que le point variable M pris sur la courbe tend vers i'infini si la distance 
de ce point a l'origine des coordonnees augmente indefiniment. 
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Fig. 128 

129). 



Exemple 1. La courbe v = a une 

x-5 

asymptote parallele a l'axe Oy, c'est la droite x = 
5, puisque y — » go pourx — > 5 (fig. 128). 



Exemple 2. La courbe y = tg x a une infinite 
d'asymptotes paralleles a l'axe Oy. Ce sont les 

, . 7i 3 jt 5n 

droites x = ± — , x = + — , x = ± — ,... 

2 2 2 

Cela resulte de ce que tg x — > go quand x tend 
vers l'une des valeurs 



71 3 71 5 71 

5 _ > _ v • 

2 2 2 



7 t 3k 5k 

ou - — , , ,... (fig. 

2 2 2 




i 

Fig. 129 



Exemple 3. La droite x = 0 est une asymptote parallele a l'axe Oy pour la 

l l 

courbe y = e x puisque H m v = e x =co (fig. 130). 

x -»+0 

II. Les asymptotes obliques 

Supposons que la courbe y =f (x) a une asymptote oblique dont l'equation est 



y = kx + b. (1) 



Determinons les nombres k et b (fig. 131). Soit M (x, y) un point de la courbe et 
N (x, y ) un point de l'asymptote. 
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l^-k- b - =0 



Mais comine b est constant, H m — = 0 . Par consequent, 

x — >+oo X 



-k =0 



,4) 

x— »+oo X 

Connaissant k, nous trouvons b de l'egalite (3) 

b= lim \f(x)-kx\ (5) 

x— »+oo 

Ainsi, si la droite y = kx + b est une asymptote, on trouve les coefficients k et b 
a l'aide des formules (4) et (5). Inversement, si les limites (4) et (5) existent, 
l'egalite (3) a lieu et la droite y = kx + b est une asymptote. Si l'une des deux 
limites (4) et (5) n'existe pas la courbe n'a pas d'asymptote. 

Remarquons que nous avons etudie cette question en nous referant a la figure 
131 pour x — » +co, mais tous nos raisonnement sont egalement valables pour le 
cas ou x— » - oo. 



Exemple 4. Trouver les asymptotes de la courbe y = 



x 2 + 2x - 1 



Solution. 1) Cherchons les asymptotes paralleles a l'axe Oy quand x — > -0, y 
— > oo ; quand x — » + 0, y— > - go. La droite x = 0 est, par consequent, une 
asymptote parallele a l'axe Oy. 

2) Cherchons les asymptotes obliques 



k = lim — - lim 

X— »±00 X X — >+CO 



x 2 + 2x - 1 



= lim 1 + - =1 



c'est-a-dire 



x 2 + 2x - 1 



— x ~ lim 

X — >ico 



x 2 + 2x - 1 - x 2 



ainsi 

b = 2. 

Par consequent, la droite y = x + 2 est une asymptote oblique de la courbe 
consideree. 

Pour etudier la position de la courbe par rapport a son asymptote, considerons la 
difference des ordonnees de la courbe et de l'asymptote correspondant a une 



x^ “I - 2x — 1 

meme valeur de x : 



(jc + 2) 




x 



x 
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Pour x > 0 cette difference est negative, et pour x < 0 positive ; par 
consequent, 

pour x > 0 la courbe est disposee au-dessous et pour x < 0 au-dessus de son 
asymptote (fig. 132). 



Exemple 5. Trouver les asymptotes de la 
courbe : y = e x sin x + x. 

S o 1 u t i o n . 1) II est evident qu'il n'y a pas 
d'asymptote parallele a l'axe Oy. 

2) Cherchons les asymptotes obliques 

_ v e~ x sin x + x 

k - lim — - lim 

x— >±oo X x — >±co X 

e~ x sin x , 

= lim + 1 =1 

x — >±oo X 

b = Hm [e~ x sinx + x-xj= lim e _x sinx = 0. 

X— >±00 X — >±CO 

Par consequent, la droite y = x est une 
asymptote oblique pour x — H- oo. La courbe 
consideree n'a pas d'asymptote pour x — >- oo. 




Eneffet, li m — 

x— >±oo X 



n'existe pas, puisque 



y_ 

x 



e 

sin x + 1 (le premier terme croit indefiniment 

x 



lorsque x — > - oo et, par consequent, la limite n'existe pas). 



§11. Schema general de I 'etude des fonctions et de la 
construction des graphiques 



L'etude des fonctions se ramene generalement a determiner 

1) le domaine naturel de definition de la fonction ; 

2) les points de discontinuity de la fonction ; 

3) les intervalles de croissance et de decroissance de la fonction ; 

4) les points de maximum et de minimum, ainsi que les valeurs maximales et 
minimales de la fonction ; 

5) les domaines de convexite et de concavite du graphique, les points 
d'inflexion; 

6) les asymptotes du graphique de la fonction. 
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Cette etude permet de tracer le graphique de la fonction (il est parfois 
preferable d'esquisser les elements du graphique parallelement au 
developpement de l'etude). 

Remarque 1 . Si la fonction consideree y =f (x) est paire, c'est-a-dire que la 
valeur de la fonction ne change pas quand la variable independante change de 
signe, en d'autres termes, si 

f(-x) =/(x) , 

il suffit d'etudier la fonction et de construire son graphique uniquement pour les 
valeurs positives de la variable independante appartenant au domaine de 
definition. En ce qui conceme la partie du graphique correspondant aux valeurs 
negatives de la variable independante, il suffit de noter que le graphique d'une 
fonction paire est symetrique par rapport a l'axe des ordonnees. 

Exemple l.La fonction y = x 2 est paire, puisque (-x) 2 = (x 2 ) (voir fig. 5). 
Exemple 2. La fonction y = cos x est paire, puisque cos (-x) = cos x (voir 
fig. 16). 

Remarque 2. Si la fonction y=f (x) est impaire, c'est-a-dire qu'elle change 
son signe quand la variable independante change de signe, en d'autres termes, si 

/(-x) = -/(x), 

il suffit d'etudier les valeurs positives de la variable independante. Le graphique 
d'une fonction impaire est symetrique par rapport a l'origine des coordonnees. 

Exemple 3. La fonction y =x 3 est impaire, puisque (-x) 3 = -x 3 (voir fig. 7). 
Exemple 4. La fonction v = sin x est impaire, puisque sin (-x) = -sin x (voir 
fig. 15). 

Remarque 3. Il est parfois preferable d'intervertir l'ordre des operations a 
effectuer quand on entreprend l'etude d'une fonction concrete, car certaines 
proprietes de la fonction pennettent parfois d'en deduire d'autres. Par exemple, 
si nous avons deja etabli que la fonction consideree est continue et derivable, et 
si nous avons determine les points de maximum et de minimum, par cela meme 
nous avons determine les intervalles de croissance et de decroissance de la 
fonction. 

Exemp 1 e 5. Etudier la fonction 

x 

- v = l 7 

1 + x 2 

et construire son graphique. 

Solution. l)Le domaine de definition de la fonction est l'intervalle -oo < x < 
+ co. Notons immediatement que y< 0 pour x < 0 et que y > 0 pour x > 0. 

2) La fonction est partout continue. 
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3) Cherchons les maximums et les minimums de cette fonction. En partant 
de l'egalite 

, I -* 2 n 

(1 + x 2 ) 2 

nous trouvons les points critiques X\ = -1, x 2 = 1 . Etudions la nature des points 
critiques y'< 0 pour x <-l,y'>0 pourx > -1. 

La fonction a done un minimum au point x = - 1 : 

Vmin = (y)x=-l = 0,5. 

D'autre part, y’ > 0 pour x < 1, y' <0 pour x > 1. Par consequent, la fonction 
admet un maximum au point x = 1 

Vmax — (>’)*- 1 — 0,5. 

4) Detenninons les intervalles de croissance et de decroissance de la fonction y' 
< 0 pour -oo<x<-l,la fonction est decroissante ; y' > 0 pour -1 < x < 1, la 
fonction est croissante ;y'< 0 pour 1 < x < +<», la fonction est decroissante. 

5) Detenninons les intervalles de convexite, de concavite et les points 
d'inflexion de la courbe. II vient de l'egalite 

y „ = -a(a 3) =Q qug = _ > /3 ) x 2 =0, x 3 V3 
(1 + x 2 ) 3 

Etudions y " en fonction de x 

pour -co < x < - ~J3 on a y " < 0, la courbe est convexe ; 
pour - V3 <x< 0 on a y"> 0, la courbe est concave ; 
pour 0 < x < V3 on ay" < 0, la courbe est convexe ; 
pour V3 <x< + co on ay" > 0, la courbe est concave. 

r V3 

Par consequent, le point de coordonnees x = — a/ 3 , y = est un point 

4 

-v/3 

d'inflexion. On voit de meme que les points (0, 0) et ( -v/3 , ) sont aussi des 

4 

points d'inflexion. 

7) Detenninons les asymptotes de la courbe : 

pour x — > +co , y— » 0; pour x — > -co, y — > 0. 

Par consequent, la droite y = 0 est l'unique asymptote oblique. 

La courbe n'a pas d'asymptotes paralleles a l'axe Oy, car pour aucune valeurfinie 
de x la valeur correspondante de la fonction ne tend pas vers l'infini. Le 
graphique de la courbe etudiee est represente sur la figure 133. 

Exemple 6. Etudier la fonction y = \llax 2 -x 3 et construire son graphique 

(a > 0). 




Solution .l)La fonction est definie pour toutes les valeurs de x. 

2) La fonction est partout continue. 

3) Cherchons les maximums et les minimums de cette fonction: 



4 ax - 3x 
3yj(2ax 2 -x 3 ) 2 



4 a -3x 



3yl(2ax" -x J ) 3^jx(2ax-x) 

La derivee existe partout, sauf aux points Xi =0 et x 2 = 2a. 

Etudions les valeurs limites de is derivee quand x — > -0 et x — > + 0 

4a-3x 4a-3x 

lim — 1 = = -°°, lim — , = = +°° 

x->-0 ^.32 X">+0 „\2 



x ~*~° 3\l x(2ax - x) 2 r “ >+0 3y] x(2ax - x) 2 

Pourx < 0 on a y'< 0; pourx > 0 on a y’> 0. 

Par consequent, la fonction a un minimum au point x = 0. La valeur de la 
fonction en ce point est egale a zero. 



Etudions maintenant le comportement de la fonction dans le voisinage du 
second point critique x 2 = 2 a. Quand x — > 2a, la derivee tend aussi vers l'infin 
Toutefois, dans ce cas, la derivee est negative pour toutes les valeurs de x 
suffisamment voisines de 2 a (aussi bien pour les valeurs de x situees a gauche 
qu’a droite du point 2a). La fonction n'a done pas d'extremum en ce point. Dans 
voisinage du point x 2 = 2a, ainsi qu'en ce point, la fonction est decroissante la 
tangente a la courbe en ce point est parallele a l'axe Oy. 

4 a 

La derivee s'annule pour x = — . Etudions ce point critique. II vient de 

l'expression de la derivee premiere que pour x < on a y ' > 0, pour x > 
on a y'< 0. 

4 a 

Par consequent, la fonction admet un maximum au point x = — . 



x= yflV 4 . 



4) En utilisant les resultats de l'etude effectuee nous en deduisons les intervalles 
de croissance et de decroissance de la fonction : 




la fonction est decroissante pour - oo < x < 0; la fraction est croissante pour 

. 4a , , 4 a 

0 < x < — ; la fonction est decroissante pour — < x < +oo. 

3 3 

5) Detenninons les intervalles de convexite et de concavite de la courbe ainsi 
que les points d'inflexion: la derivee seconde 



9x' 3 (2a - xy 3 

ne s'annule en aucun point; cependant, elle a deux points de discontinuite : ce 
sont les points X\ = 0 et x 2 = 2a. 

Etudions le signe de la derivee seconde dans le voisinage de chacun de ces 
points: 

pour x < 0, on a y" < 0, la convexite de la y 

courbe est done orientee vers le haut ; 

pour x > 0, on a y" < 0, la convexite de la y- Vzax l -x 3 

courbe est encore orientee vers le haut. <> 

Le point d'abscisse x=- 0 n'est done pas un 
point d'inflexion. 

Pour x < 2a on a y" < 0, la convexite de la jl 

courbe est done orientee vers le haut ; pour x > 0 vGflua 

2 a on a v" > 0, la convexite de la courbe est \\ 

orientee vers le bas. Le point (2a, 0) est done 
un point d'inflexion. 

6) Detenninons les asymptotes de la courbe : 



k = lim — = lim 

x — >±oo X x—>±co 



J2ax 2 -x 3 



b — lim V 2ax 2 — x 3 + x — lim 



-i =-i 



2 ax 2 - x 3 + x 3 



Fig. 134 



La droite 



x->±co ^(2ax 2 -x 3 ) 2 -x \[2ax 2 -x 3 +x 2 3 



V = -x + - 



est done une asymptote oblique de la courbe y = lj2ax 2 -x > . Le grapliique de 
la courbe etudiee est represente sur la figure 134. 



§ 12. Etude des courbes donnees sous forme 
parametrique 



Soient 
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x = 9 ( 0,1 
v = 9(0J 

les equations parametriques d'une courbe. 

Dans ce cas l'etude et le trace de cette courbe se font de la meme maniere que 
pour une courbe donnee par l'equation 

y =f(x). 



Calculons les derivees 



Calculons la derivee 



dx 

dt 

dy 

dt 



9'(0, 

v '(0 



( 2 ) 



dv _ 9'(0 

dx 9’(t) 



pour les points de la courbe au voisinage desquels le graphique de cette demiere 
a pour equation y =f (x), ou / (x) est une certaine fonction. 

Trouvons les valeurs du parametre t = t\, t 2 , . . t k pour lesquelles Tune au 
moins des derivees 9' (f) et \|/' (/) s'annule ou a un point de discontinuite. (De 
telles valeurs de t seront dites valeurs critiques.) En vertu de la fonnule (3), on 
definit dans chaque intervalle (f, t 2 ), (t 2 , t 3 ), . . (t k -\, t k ) et, par consequent, 

dans chaque intervalle (xi, x 2 ), (x 2 , x 3 ), . . (x k .\, x k ) (ou x, = 9 (/,)) le signe de 

— et par cela meme on determine les intervalles de croissance et de 
dx 



decroissance. Cela pennet de determiner la nature des points correspondant aux 
valeurs t\, t 2 , . . ., t k du parametre. Calculons maintenant 

d 2 y = 9"(09'(Q-9"(09'(0 (4) 

dx 2 [9'(0] 3 

Cette formule nous permet de definir l'orientation de la convexite en chaque 
point de la courbe. 

Pour trouver les asymptotes, on cherche les valeurs de t telles que dans leurs 
voisinages soit x, soit y tend vers l'infini, et les valeurs de t telles que dans leurs 
voisinages x et y tendent simultanement vers l'infini. L'etude de la courbe se 
poursuit de la maniere habituelle. 

Montrons sur des exemples certaines particularites de l'etude des courbes 
donnees sous fonne parametrique. 

Exemple 1. Etudier la courbe donnee par les equations 
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x = a cos~ t, 

, (a>0) 

y = a sin t ) 

Solution. Les grandeurs x et y sont definies pour toutes les valeurs de t. 
Mais, compte tenu de la periodicite des fonctions cos 3 1 et sin 3 1 (leur periode est 
egale a 2 ti), il suffit de considerer la variation du parametre t entre 0 et 2 tc; x 
varie alors sur le segment [-a, a ] ; le domaine de definition de la fonction y est 
le segment [-a, a\. La courbe consideree n'a done pas d'asymptote. Nous 
trouvons ensuite: 

clx 2 

— = -3a cos t sin t, 

d ! ( 2 ’) 
dy . 2 

— = 3 a sm t cost 
dt 



71 3k 

Ces derivees s'annulent pour t = 0, — , jt, — , 2 ji. Detenninons : 

2 2 

dv _ 3a sin 2 t cost _ ^ 

dx -3acos 2 tsint 

En utilisant les formules (2'), (3 1 ), formons le tableau suivant : 



Domaine de 
variation de t 


Domaine de 
variation 
correspondent 
de x 


domaine de 
variation 
correspondent 
de v 


Signe 

de — 
dx 


Caractere de la 
variation de y 
en fonction de 

X 


0 <t<- 
2 


a >y> 0 


0 <y< a 




decroit 


n 

— <t<n 
2 


0 >x> -a 


a>y> 0 


+ 


croit 


3n 

K <t< — 

2 


-a < x < 0 


Q 

A 

A 

o 




decroit 


3tt 

— <t<2n 


0 < x < a 


-a <y< 0 


+ 


croit 



Ce tableau nous montre que la relation (L) definit deux fonctions continues de 
la fonne y = f (x) telles que pour 0<?<7tonay>0 (voir les deux premieres 
lignes du tableau) et pour n < t < 2n on a y < 0 (voir les deux demieres lignes du 
tableau). II vient de la fonnule (3') 

dv dv 

lim -p — 03 et lim -j- = 

n dx 3k dx 

x—>— X^> 

2 2 

La tangente a la courbe en ces points est parallele a l'axe Oy. En outre 
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Nous en deduisons les valeurs critiques suivantes pour t 
t\ = -1, h= 0, t 3 = — = , f 4 = \[l . Nous trouvons ensuite 

V2 

dy 

dy _ dt _ tjl-t 3 ) ( 

d X -dx- 2 n_ t A 



En nous servant des formules (1”), (2”), (3”), fonnons le tableau suivant : 



Domaine de 
variation de t 


Domaine de 
variation 
correspondant 
de x 


domaine de 
variation 
correspondant de 

y 


Signe 

de — 
dx 


Caractere de la 
variation de y 
en fonction de 

X 


-00 < t <- 1 


0 < x <+co 


0 > v > -00 


- 


decroit 


-1 < / < 0 


-CO < x < 0 


-00 > y > 0 


- 


Decroit 


0<t< 

V2 


0 <x < a 1/4 


0 < y < a V2 


+ 


croit 


Snh 

A 

A 

Si 


a \l~4 >x>a V2 


a V2 < y <a \[4 


' 


decroit 


< +00 


a \! 2 >x> 0 


O 

A 

A 


+ 


croit 



II vient de la formule (3”) : 




U=oJ 



= 0 , 



dy) 

— 1=00 = °° 
dxJ(x-o] 
U=oJ 



Par consequent la courbe passe deux fois par l’origine des coordonnees 
(l’origine des coordonnees est un point double de la courbe, au voisinage de 
l’origine la courbe a deux branches) ; la premiere branche a une tangente 
parallele a l’axe Ox et la seconde une tangente parallele a l’axe Oy. 




En ce point la tangente a la courbe est prallele a l’axe Ox. Fig. 136 

Cherchons les asymptotes : 
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k = lim — = lim 



3ar(l + r 3 ) 



x^>±co x 3at(\ + t * ) 



b= lim ( y-kx)= lim r--(-l) r 

x— »±co ^ — >—1—0 1 +r l+t J 



3at(H-l) 3 at 

lim ; — = lim y = -a 

t— >— l— o _ 1 + 1 _ t— >— l— o 1 — t + 1 ~ 

Par consequent, la droite y = - x - a est une asymptote de l'une des branches de 
la courbe quand x — »+co. 

De meme, nous trouvons k- lim=-l, 

k = lim — = “1, 

x-^-oo X 

b= lim (v-kx) = -a 

X — >-00 

Ainsi, la droite y = -x - a est une asymptote de l'une des branches de la courbe 
quand x — >-co. 

D'apres l'etude qui vient d'etre faite, nous pouvons tracer la courbe (fig. 136). 
Certaines questions relatives a l'etude des courbes seront traitees au chapitre 
VIII, § 19 « Points singuliers d'une courbe « . 



Exercices 

Trouver les extremums des fonctions 

1. y = x 2 -2x + 3. Rep. y m j n = 2 pour x = 1 . 

X 3 

2. y = — -2x 2 + 3x + \ . Rep. _v max = 2 pour x = 1 , _v m ; n =1 Pour x = 3. 

3. v =x 2 - 9x 2 + 15x + 3. Rep. y max = 10 pour x =1, v m m = - 22 pour x = 5 

4. y = - x 4 + 2x 2 . Rep. y max = 1 pour x = + 1 , y m i n = 0 Pour x = 0. 

5. y = x 4 - 8x 2 + 2. Rep. y max = 2 pour x = 0, y m = - 14 pour x = ±2. 

6. v= 3* 5 - 125x 3 + 2160x. Rep. max pour x = -4 et x = 3, min pour x = -3 et x 
= 4. 

2 

7. y = 2 — (x — 1) 3 . Rep. = 2 pour x = 1 . 



8. y = 3- 2(x + 1) 3 • Rep. II n'y a pas d'extremum. 



x 2 — 3x + 2 
x 2 + 3x + 2 



. Rep. min pour x = -J2 , max pour x = - -J2. . 




12 

5 



x ' 
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11. y = 2 e x + e x . Rep. min pour x = 



12. y = — - — . Rep. y m ;„ = e pour x = e. 

logx 

I 71 71 I / — 71 

13. _y=cosx + sinx I - — <x<— I . Rep, v max = -y/2 pourx = — . 

1/1 • o f 71 ^ ^ ' n . n 

14. _y = sin2x-x I — — < x < — I . Rep. max pourx = — , mm pour x = - — 

15. y = x + tg x. Rep. Pas d'extremum. 

7i 3 tc 

16. v = e x sin x. Rep. min pour x = 2kn , max pour x = 2kn+ — . 

4 4 

17. y = x 4 - 2x 2 + 2. Rep. max pour x = 0; min pour x = -l et pour x = 1. 



18. y = (x- 2 ) 2 (2x + 1). Rep. y mtn ~ -8,24 pour x = — 



19. y=x + — . Rep. min pourx = 1; max pourx = -1, 

x 

a 4 

20. y =x 2 (a - x) 2 . Rep. y max = — Pour x = — ; v m i„ = 0 pour x = 0 et pour x = 

16 2 



a 2 b 2 a 2 . a 2 

21. y = 1 . Rep. max pour x = ; min pour x = 

x a -x a-b a+b 

22. y = x + Vl -x . Rep. y max =5/4 pour x = 3/4; _y m j n = 1 pour x = 1 . 

I 2 fT" 2 

23. v=W 1-x (x<l) . Rep.y lmx = jJj pourx=-. 



X 

24. v = — - — . Rep. min pour x = - 1 ; max pour x = 1 . 

1 + x 2 

25. y = x Log x. Rep, min pour x =l/e. 

26. y = x Log 2 x. Rep. _y max =4<?' 2 pour x = e' 2 ; v mal = 0 pour x = 1 . 

27. v = Log x - arc tg x. Rep. La fonction croit. 

71 

28. y =sin 3x- 3 sin x. Rep. min pour x = — ; max pour x = 3 ji/2. 

29. v = 2x + arc tg x. Rep. pas d’extremums 
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30. y = sin x cos 2 x. Rep. min pour x = — ; deux max : pour x = arc cos J— 



et pour x =arc cos - 



„ ... . (4m + l)7i . (4w + 3)tt 

31. y = arc sm (sin x). Rep. max pour x= , min pour x= 

Trouver la plus grande et la plus petite valeur des fonctions sur les segments 
indiques 

32. y = - 3x 4 + 6x 2 - 1 ( -2 < x < 2). Rep. La plus grande valeur est y = 2 pour x 

= ± 1 , la plus petite valeur est y = -25 pour x = ±2. 

x 3 23 

33 . v = — - 2x 2 + 3x + 1 (- 1 < x < 5), Rep. La plus grande valeur est y = — 



pour x = 5, la plus petite valeur est y = - — pourx=-l, 

x — l 3 

34. y = (0 < x < 5) Rep. La plus grande valeur est y = — pour x = 4. La 

x + 1 ' 5 

plus petite valeur est y = - 1 pour x = 0. 



35. _y = sin2x-x < x < — J . Rep. La plus grande valeur est y = —pour 

71 , . , 71 71 

x = - — plus petite valeur est y=-— pour x = — . 

36. On desire faire une caisse sans couvercle de volume maximum en 
decoupant et en pliant d'une maniere appropriee des carres egaux dans une 
feuille de tole de cote a. Quelle doit etre la longueur du cote de ces carres? 

Rep. - . 

6 

37. Montrer que panni tous les rectangles inscrits dans un cercle donne, le 
carre a une surface maximum. Montrer aussi que le perimetre est maximum 
pour le carre. 

38. Montrer que panni tous les triangles isoceles inscrits dans un cercle donne, 
le triangle equilateral a un perimetre maximum. 

39. Trouver panni les triangles rectangles, dont l'hypotenuse est egale a h, celui 
qui a une surface maximum. Rep. La longueur de chaque cote est egale a 

h 

7T 
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40. Trouver parmi les cylindres droits inscrits dans une sphere de rayon R 
celui qui a un volume maximum. Rep. La hauteur de ce cylindre est egale a 
2 R 

VT 

41 . Trouver parmi les cylindres droits inscrits dans une sphere donnee de rayon 
R celui dont la surface laterale est maximum. Rep. La hauteur de ce 

cylindre est egale a R -Jl . 

42. Trouver parmi les cones droits circonscrits a une sphere de rayon R la 
hauteur de celui qui a un volume minimum. Rep. La hauteur est egale a 4 R 
(le volume du cone est alors egal au double de celui de la sphere). 

43. L'interieur d'un reservoir sans couvercle, dont le fond a la forme d'un carre, 
doit etre recouvert de plomb. La capacite du reservoir est 32 1. Quelles 
doivent etre les dimensions de ce reservoir pour que la quantite de plomb 
utilise soit minimale ? Rep. Hauteur 0,2 m ; cote de la base 0,4 m 
(autrement dit, le cote de la base doit etre le double de la hauteur). 

44. Un couvreur doit faire une gouttiere de capacite maximale dont le fond et 
les cotes lateraux aient 10 cm de largeur ; de plus, les cotes lateraux doivent 
etre egalement inclines par rapport au fond. Quelle sera, en haut, la largeur 
de la gouttiere ? Rep. 20 cm. 

45. Demontrer que la fabrication d'une tente conique, de capacite donnee, exige 
une depense de tissu minimum quand la hauteur de la tente est -Jl fois 
plus grande que le rayon de la base. 

46. On doit fabriquer un cylindre sans couvercle dont les parois et le fond ont 
une epaisseur donnee. Quelles doivent etre les dimensions de ce cylindre, 
pour une capacite donnee, si l'on desire que la quantite de materiel employe 
soit minimale ? Rep. Si R designe le rayon interieur de la base et v le 

volume interieur du cylindre, alors R = 

47. On doit fabriquer une chaudiere en soudant aux extremites d'un cylindre 
deux demispheres. Les parois de la chaudiere ont une epaisseur constante. 
Pour un volume donne v de la chaudiere, comment proceder pour que la 
surface exterieure soit minimale ? Rep. La chaudiere doit avoir la forme 

d'une sphere de rayon interieur R = 

48. Construire un trapeze isocele de perimetre minimum pour une surface S 
donnee ; Tangle de base est egal a a. Rep. La longueur des cotes lateraux 

est egale a 






216 



49. Inscrire dans une sphere de rayon R un prisme triangulaire regulier de 

2 R 

volume maximum. Rep. La hauteur du prisme est egale a —= 

V3 

50. Circonscrire un cone de volume minimal a une demi-sphere de rayon R. La 
base de ce cone coincide avec le plan diametral de base de la demisphere. 

Calculer la hauteur de ce cone. Rep. La hauteur du cone est egale a R V3 . 

5 1 . Circonscrire un cone droit de volume minimal a un cylindre de rayon r en 
supposant que leurs bases soient dans un meme plan et que les centres de 

3 

ces dernieres coincident. Rep. Le rayon de la base du cone est egal a — r . 

52. Decouper un secteur dans un cercle de carton de rayon R de maniere qu'en 
l’enroulant on obtienne un entonnoir de capacite maximum. Rep. L'angle 

au centre de ce secteur est egal a 2 ji 




53. Parmi tous les cylindres circulaires inscrits dans un cube d'arete a, dont 
l'axe coincide avec la diagonale du cube et dont les cercles de base sont 
tangents aux faces du cube, trouver celui qui a un volume maximum.Rep. 

La hauteur du cylindre est egale a 

54. Soit dans le plan un systeme orthogonal de coordonnees et un point ( x 0 , y„) 
pris dans le premier quadrant. Mener une droite passant par ce point de 
maniere qu'elle forme avec les directions positives des axes de coordonnees 
un triangle de surface minimum. Rep. L'equation de la droite est 



a-j3 , , , , , , , a 

; le rayon de la base est egal a — =r 

3 V6 



X 

2 *o 



v 

2 v 0 



= 1 . 



55. Soit un point donne sur l'axe de la parabole y 2 = 2 px et situe a la distance a 
du sommet de cette parabole. Trouver l'abscisse du point de la courbe le 
plus proche de ce point. Rep. x= a - p. 

56. On estime que la resistance d'une poutre parallelepipedique est 
proportionnelle a sa largeur et au cube de sa hauteur ; trouver la largeur de 
la poutre la plus resistante que Ton peut obtenir d'un tronc de 16 cm de 
diametre. Rep. La largeur est egale a 8 cm. 

57. Un bateau est au mouillage a 9 km du point le plus proche de la cote. Un 
messager doit parvenir au plus vite a une localite situee a 15 km du point de 
la berge le plus proche du bateau. Etant donne qu'un messager parcourt 5 
km a l'heure a pied et 4 km a l'heure en canot, en quel point de la berge 
doit-il accoster pour arriver au plus vite a cette localite ? Rep. A 3 km de la 
localite. 



58. Un point materiel se deplace dans le plan a la vitesse V\ en dehors de la 
ligne droite MN et a la vitesse v 2 sur cette ligne. Quel chemin doit-il 
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parcourir pour accomplir, dans le temps le plus court, le trajet AB, si B 
est un point de la ligne MN ? La distance du point A a la ligne MN est egale 
a h, la distance entre le point B et la projection a du points sur la ligne MN 

est egale a a. Rep. Si ABC est le chemin parcouru, alors a *~ = — si 

AC v 2 



a B V. _ „ . a B v, 

> — et aC = aS si < — . 



AB v 2 



AB v 2 



59. On souleve un poids w a l'aide d'un levier du premier genre. Le fardeau se 
trouve a la distance a cm du point d'appui; chaque tronqon de levier de 1 
cm de longueur pese v grammes. Quelle doit etre la longueur du levier pour 
que la force necessaire pour soulever le poids soit minimale ? 




60. Les mesures successives d'une grandeur x inconnue ont donne les resultats 
suivants : x h x 2 , . . x n . Montrer que la somme des carres des ecarts (x - xi ) 2 
+ (x - x 2 ) 2 + . . . + (x - x n ) 2 sera minimale si l'on choisit 



61 . Afin de reduire au maximum le frottement d'un fluide contre les parois d'un 
canal, on conqoit ce dernier de maniere que la surface de contact soit 
minimale. Montrer que la forme ideale d'un canal parallelepipedique 
ouvert, dont l'aire de la section transversale est donnee, est obtenue quand 
la largeur du canal est double de la hauteur. 



Determiner les points d'inflexion et les intervalles de convexite et de concavite 
des courbes: 

62. y = x 5 . Rep. Pour x < 0 la courbe est convexe et pour x > 0 concave;* = 0 
est un point d'inflexion. 

63. y = 1 -x 2 . Rep. La courbe est partout convexe. 

64. v = x 3 - 3x 2 - 9x + 9. Rep. Point d'inflexion pour * = 1 . 

65. y = (x— bf. Rep. Point d'inflexion pour x = b. 

66. y = x 4 . Rep. La courbe est partout concave. 

67. v = — - — . Rep. Point d'inflexion pour * = + — . 

' x 2 +l V3 

68. y = tg x. Rep. Point d'inflexion pour * = n n. 

69. v = xe x . Rep. Point d'inflexion pour x = 2. 

70. y = a- \lx-b . Rep. Point d'inflexion pour x = b. 

71 . y = a- \j(x-b) 2 . Rep. La courbe n'a pas de point d'inflexion. 





172 



( n 


1 1 




1 14. v =x Log e + — 


. Rep . x = — ; y = x+ — 




V x) 


e e 




l 


r, is 2* 


? 2 1 


1 15. v = xe* 2 . Rep. x = 


0;y = x. 116. x = , 


v = Rep. v — ± x 




1 -t 2 


l-l 2 2 


Etudier le comportement et eonstruire le graphique des fonctions 


II 

X 


1 18. v = Log | x |. 


1 19. y =x - x. 


120. y =(x + l) 2 (x - 2). 


121 . y = x + | x |. 


122. y = yfx 2 -x 


123. y = x 2 -Jx + 1 . 


124. v = y-logx. 


125. y ~~ log x • 


126. v = 1 


127 . y = ~y~ ■ 


128. v = x + l0gX 


e x -1 


logx 


X 


129. v = x Log x. 


130. y = e x -x . 


1 3 1 . v =| sin 3x | . 


„ sinx 






132. y = 

X 


133. v = x arc tgx. 


134. .V =x - 2 arc tg x. 


135. v = e'^sin 3x. 


136. v= | sinx | +x. 


137. .V = sin (x 2 ). 








138. v = cos 3 x + sin 3x. 


139. y = Li. 






2 




x — X 


fx + lxh X 


- X 


<N 

II 

© 


141. v = sin — — 

2 

V 7 


i (-71 < X < 7t) 


f x - X 


X+X ji 




142. v = cos u - - 


— ^ (--<X<1) 




2 

V / 


2 2 




143. v = ^(3x+ x) + l 


. 144. v = |[3(x-l)+x-l 


]+l (0 < x < 2) . 
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Chapitre VI COURBURE D’UNE COURBE 

§ 1. Longueur de I'arc et sa derivee 

Supposons que Fare de courbe MqM (fig. 137) soit le graphique de la fonction y 
=/( x) definie dans l'intervalle (a, b). Definissons la longueur de Fare de courbe. 
Prenons sur la courbe AB les points M 0 , M u M 2 , ■ . ., M m , , . . ., M„.,, M. En 
joignant ces points par des segments de droite nous obtenons une ligne 
polygonale 

M 0 M\ M 2 . . . Mj . , Mj . . . M„_, Minscrite dans Fare M 0 M. Designons par P„ la 
longueur de cette ligne polygonale. 

On appelle longueur de I'arc MqM (et l'on 
designe par s ) la limite vers laquelle tend la 
longueur de cette ligne polygonale quand la 
longueur du plus grand des segments M,_,M, 
constituant cette ligne tend vers zero si cette 
limite existe et ne depend pas du choix des 
sommets de la ligne polygonale M 0 M\ M-> . . . 

M iA Mj. . . M n _i M 

Fig. 137 

Remarquons que cette definition de la longueur d'un arc de courbe quelconque 
est analogue a celle de la longueur de la circonference. 

Nous montrerons au chapitre XII que si la fonction/ (x) et sa derivee/ (x) sont 
continues sur le segment [a, b], Fare de la courbe y=f ( x ), compris entre les 
points [a, / (a)] et [ b , / (b)\, a une longueur bien determinee que l'on peut 
calculer a l'aide de formules appropriees. On demontrera dans ce meme chapitre 
que sous les conditions citees plus haut le rapport de la longueur de Fare a la 
longueur de la corde correspondante tend vers l'unite, quand la longueur de la 
corde tend vers zero, e'est-a-dire 




longueur M 0 M 

lim = 1 • 

m 0 m—>o longueur M 0 M 



On peut facilement demontrer ce theoreme pour la circonference ), cependant 
pour le cas general nous l'admettrons pour le moment sans demonstration. 



Considerons Fare AB correspondant a l'angle au centre 2a (fig 138). La 
longueur de cet arc est egale a 2Ra ( R designe le rayon du cercle) ; la longueur 
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Considerons le probleme suivant. 

Soit y =f(x) l'equation d'une courbe du plan Oxy. 

Soient M 0 (x 0 , y 0 ) un point donne pris sur cette courbe et M ( x , y) un point 
variable de cette courbe. Designons par s la longueur de Fare MqM (fig. 139). 





Quand Fabscisse x du point M varie, la longueur s de Fare varie egalement ; elle 
est, par consequent, une fonction de x. Calculons la derivee de s par rapport a x. 
Donnons a x un accroissement Ax. L'arc s subit alors un accroissement A.? = 
longueur MM\. Soit MM j la corde qui sous-tend cet arc. Pour trouver la limite 
At 

lim lim — , procedons de la maniere suivante : nous tirons du triangle MM\Q 

Ax— >0 Ax 



MMf = (Ax) 2 +(Ay) 2 . 
Multiplions et divisons le premier membre par A? 2 : 



MM, 

As 



•A? 2 =(Ax) 2 +(Ay) 2 . 



Divisons les deux membres de l'egalite par Ax 2 : 



'MM, 

v ^ 2 



= 1 + 



Trouvons la limite du premier et du second membre quand Ax — > 0. 
MM, Ay dv 

Comme lim et lim — = — , nous avons 

mm, ->o As Ax — *o Ax dx 



de la corde correspondante est 2R sin a. Cest pourquoi 

longueur M 0 M 

lim = 1 

m 0 m ->o longueur M 0 M 
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Nous trouvons l'expression suivante pour la differentielle de Fare 





Nous avons trouve l'expression de la differentielle de la longueur de Fare pour 
une courbe dont Fequation est y = f (x). Toutefois, la formule (2') est valable 
egalement dans le cas ou la courbe est exprimee par des equations 
parametriques. 

Si les equations parametriques de la courbe sont 

x = q> (t), y = \ y (0, 

alors 



dx = cp’ (t)dt, dy = v|/’(0 dt, 
et l'expression (2') se met sous la fonne 



ds = ^/[tp'(/)] 2 +[ ¥ '(t )] 2 dt 



§ 2. Courbure 



Un des elements qui caracterisent la fonne d'une courbe est son degre de 
flexion, d'incurvation. Soit donnee une courbe qui n'a pas de points doubles et 
qui a une tangente determinee en chaque point Menons les tangentes a la courbe 
en deux points quelconques A et B et designons par a l'angle fonne par ces 
tangentes ou, plus exactement, l'angle de rotation de la tangente quand on passe 
du point A au point B (fig. 140). On appelle cet angle angle de contingence de 
Fare AB. De deux arcs de meme longueur, le plus incurve est celui dont l'angle 
de contingence est le plus grand (fig. 140 et 141). 

D'autre part, on ne peut pas evidemment caracteriser le degre d'incurvation des 
arcs de courbe de longueurs differentes en se basant uniquement sur l'angle de 
contingence. Par consequent, la caracteristique complete de la courbure d'une 




courbe quelconque sera le rapport de l'angle de contingence a la 
longueur de Fare correspondant. 

Definition 1. On appelle courbure moyenne K m de Fare AB le rapport de 
l'angle de contingence correspondant a a la longueur de Fare qu'il sous-tend 



La courbure moyenne des differents arcs d'une courbe peut varier avec Fare 
choisi ; ainsi, la courbure moyenne des arcs AB et A t Bi de la courbe representee 
sur la 





Fig. 140 



Fig. 141 



Fig. 142 



figure 142 n’est pas egale, bien que ces arcs soient d'egale longueur. De plus, le 
degre d'incurvation de cette courbe varie de proche en proche. C'est pourquoi, 
afin de caracteriser le degre d'incurvation d'une courbe donnee dans le voisinage 
immediat d'un point A donne, nous introduisons la notion 
de courbure en un point. 

Definition 2. On appelle courbure de la courbe au 
( \ cc/ r \ point A et on note K A la limite vers laquelle tend la 

I V 1 courbure moyenne de Fare AB quand la longueur de cet arc 
\ J tend vers zero (e'est-a-dire quand B s'approche *) 

\ y indefiniment du point A): 



Fig. 143 



K j = lim K„ = lim 



B->A AB -> 0 AB 

Exemple. Etant donne un cercle de rayon r: 1) determiner la courbure 
moyenne de Fare AB correspondant a l'angle au centre a (fig. 143) ; 2) 
determiner la courbure au points. 



Nous supposons que la valeur de la limite est independante du choix du point 
variable B (a gauche ou a droite du point A). 
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Solution. 1) II est evident que l'angle de contingence de l'arc AB est egal 
a a et que la longueur de cet arc est egale a a?\ Par consequent, 

K m = — OU K m = ' 
ar r 



2) La courbure au point A est egale a 



K 



m 



= lim — = 
a->o a r 



r 



Ainsi, la courbure moyenne d'un arc du cercle de rayon r ne depend pas de la 
position et de la longueur de cet arc; elle est egale pour tous les arcs a 1/r. De 
meme, la courbure du cercle en un point donne ne depend pas de la position de 

ce point et elle est aussi egale a - . 

r 



Remarque. Notons que pour une courbe quelconque la courbure peut 
generalement varier quand on passe d'un point a l'autre. C'est ce que nous 
verrons par la suite. 



§ 3. Calcul de la courbure 



Nous allons etablir une formule qui nous permettra de calculer la courbure en 
chaque point M ( x , y) d une courbe. Nous supposerons que dans un systeme de 
coordonnees cartesiennes la courbe est 
donnee par une equation de la forme 
y=f(x) (1) 

et que la fonction/ (x) a une derivee seconde 
continue. Menons les tangentes a la courbe 
aux points M et M t d'abscisses x et x + Ax et 
designons par cp et cp + Acp les angles formes 
par ces tangentes avec l'axe Ox positif (fig. 

144). 

Designons par s la longueur de l'arc MqM 
comptee a partir d"un, point donne M 0 (on 
Fig. 144 

l'appelle parfois l'abscisse curviligne du point M ); alors A? = MoM) - MqM, et | 
As | = MM\,. On voit immediatement de la figure 144 que l'angle de 
contingence correspondant a l'arc MM\ est egal a la valeur absolue ) de la 
difference des angles <p et cp + Acp, c'est-a-dire qu'il est egal a | Acp |. 

En vertu de la definition de la courbure moyenne, nous avons pour l'arc MMy. 




II est evident que pour la courbe representee sur la figure 144 | Acp | 
Acp puisque Acp > 0. 
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C'est pourquoi 
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d ( p 

dty _ dx 
dx ds 
dx 



ou, puisque K = — , nous trouvons en definitive: 
ds 



d 2 y 

Par consequent, en tout point de la courbe ou la derivee seconde — j existe et 

dx 1 

est continue, on peut calculer la courbure a l'aide de la fonnule (3). Notons que, 
au cours du calcul de la courbure, on affecte du signe plus la racine du 
denominateur puisque la courbure est, par definition, une quantite non negative. 
Exemple 1 . Determiner la courbure de la parabole v 2 = 2 px a) en un point 



arbitraire M (x, v); b) au point M l (0, 0) c) au point M 2 , p J 

Solution. Trouvons les derivees premiere et seconde de la fonction 
y = y]2px 

dy p d 2 y p 1 

dx dx 2 (2 p x)/i 

En substituant ces expressions dans la fonnule (3), nous trouvons 



£ — — . b)(K) x=0 , =-;c )K 

(Ipx + p 2 )' 1 y=0 P 



lyUp' 



Exemple 2. Determiner la courbure de la droite y = ax + b en un point 
arbitraire M (x, y). 

Solution. y’ = a,y” = 0. 
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En vertu de la fonnule (3) nous avons 

K = 0. 

La droite est done « une courbe de courbure nulle ». Ce resultat peut etre 
facilement retrouve en partant de la definition meme de la courbure. 



§ 4. Calcul de la courbure des courbes sous forme 
parametrique 



Soient 

x = <p ( t),v = \|/ {t) 

les equations parametriques d'une courbe. 

Alors (voir § 24, eh. Ill): 

dy v|/(t) d 2 y _ q>'\|/ " — \|/ 
dx cp'(0 ’ dx 2 (<p') 3 

En substituant ces expressions dans la fonnule (3) du paragraphe precedent, 



nous avons: 




(1) 



Exemple. Detenniner la courbure de la cycloide x = a (t - sin t), y = (t - cos 
t ) en un point arbitraire (x, y). 

Solution. 

dx . dx 2 . dv . d 2 v 

— = a(l - cos t), — — = asmf, — = a sm t, — = a cos t. 
dt dt 2 dt dt 2 

En substituant ces expressions dans la fonnule (1), nous avons: 

|a(l-cosOacost-flsint-asint| |cosf-l| 1 

_ I l_ _ I I _ 

|a 2 (l-cos0 2 +a 2 sin 2 t\ /2 2 /3 a(l-cost) //2 4asin — 

I I 2 



§ 5. Calcul de la courbure des courbes en coordonnees 
polaires. 



Supposons que la courbe soit donnee par l'equation 

P=/(9). (1) 

Ecrivons les formules de passage des coordonnees polaires aux coordonnees 
cartesiennes: 
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x = p cos 0,| 
y = p sin 0. j 

En rempla9ant dans ces formules p par son expression en fonction de 0, c'est-a- 
dire par / (0), nous avons : 

X = /(0)-COS0,l 
r = /(()) sin 0. 

On peut considerer ces equations comme les equations parametriques de la 
courbe (1) avec 0 pour parametre. Alors, 

dx dp _ . _ dv dp . 

— = — cos 0 - p sm 0, — = — - sin 0 + p cos 0, 
dQ dQ dQ dQ 

d 2 x d 2 p „ . dp . d 2 v d 2 p . „ „ dp . . . 

— — = — — cos 0 - 2 — sin 0 - p cos 0, — — = — — sm 0 + 2 — cos 0 - p sin 0 

dQ 2 dQ 2 dQ d Q 2 dQ 2 dQ 

En substituant les expressions ci-dessus dans la formule (1) du paragraphe 
precedent, nous en deduisons une formule permettant de calculer la courbure 
d'une courbe en coordonnees polaires 

Ip 2 +2p' 2 -ppj 

A= FW <4) 

E x e m p 1 e. Determiner la courbure de la spirale d 1 Arcbimede p = a0 (a > 0) 
en un point arbitraire (fig. 145). 

Solution. 






Par consequent, 



a 2 0 2 +2a 2 



1 0 - +2 



(a 2 Q 2 + a 2 f 2 " (e 2 +1 f 2 



Remarquons que pour les grandes valeurs de 0 sont verifiees les egalites 
approchees suivantes: 



c'est pourquoi, en remplaqant dans la formule precedente 0 2 + 2 par 0 2 et 
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Fig. 145 

de 0 2 + 1 par 0 2 , nous en deduisons une formule approchee (pour les grandes 
valeurs de 0 ): 




a 




1 

a0 



Ainsi, la spirale d'Archimede a, pour les grandes valeurs de 0, la meme 



courbure qu'un cercle de rayon ad. 



§ 6. Rayon et cercle de courbure. Centre de courbure. 
Developpee et developpante 



Definition. On appelle rayon de courbure d'une courbe en un point donne 
M la grandeur R egale a l'inverse de la courbure K de cette courbe en ce point 





d 2 y 

dx 1 



( 2 ) 



Menons au point Mde la courbe la normale (fig. 146), orientee dans le sens de 
la concavite de cette courbe, et portons sur cette normale le segment MC egal au 
rayon de courbure R de cette courbe au point M. Le point C est appele centre de 
courbure de cette courbe au point M, et le cercle de rayon R et de centre au 
point C (passant par le point M) cercle de courbure de cette courbe au point M. 
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Fig. 146 Fig. 147 

II decoule de la definition du cercle de courbure qu'en un point donne, la 
courbure de la courbe est egale a celle du cercle de courbure. 

Etablissons les formules definissant les coordonnees du centre de courbure. 

Soit 

y=m (3) 

l'equation de la courbe. 

Fixons sur la courbe un point M ( x , }’) et determinons les coordonnees a et (5 du 
centre de courbure correspondant a ce point (fig. 147). Pour cela fonnons 
l'equation de la normale a la courbe au point M : 

Y-y = — l -(X-x) (4) 

y 

(X et Y designent les coordonnees courantes d'un point de la normale). 

Le point C (a, P) etant sur la normale, ses coordonnees doivent verifier 
l'equation (4) : 

P- v = -- l 7 (a-x) (5) 

y 

La distance du point C (a, P) au point M ( x , y) est egale au rayon de courbure R 
(oc-x) 2 + ( $-yf = R 2 (6) 

En resolvant les equations (5) et (6) nous determinons a et p 
(a - x) 2 + — (a - x) 2 = R 2 , 

y 
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(a-xf=^-R 2 ; 



:R, P = y + - 



Mais comme R = 



kxl 



i l+ y' 2 ) 



■ 



Pour savoir quel signe nous devons prendre dans ces demieres formules, nous 
aurons a considerer deux cas : y"> 0 et y" < 0. Si y" > 0, la courbe est concave 
en ce point et, par consequent, p > y (fig- 147), done nous devrons prendre les 
signes d'en bas. Comme dans ce cas | y" \ =y", les fonnules des coordonnees du 
centre de courbure seront les suivantes : 

v'(l + v ,2 )l 



P = y + - 



On peut demontrer, d'une maniere analogue, que les formules (7) sont valables 
egalement dans le cas ou v" < 0. 

Si la courbe est donnee par des equations parametriques 

x = cp(0,.v = v|/(0, 

on peut aisement detenniner les coordonnees du centre de courbure a partir des 
formules (7), en rempaqant dans ces demieres y' et y" par leurs expressions 
correspondantes en fonction du parametre 



x,y, ~x t y, 



Alors 
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v'(x' 2 +y' 2 ) 
x'y'-x'y' 

P=y + X V'„ + - V ) . 
x'y" -x"y' 

Exemple 1 . Determiner les coordonnees du centre de courbure de la 
parabole y 2 = 2 px 

a) en un point arbitraire M (x, v) ; 

b) au point M 0 (0, 0) ; 

c) au point M x ( — , p). 

d d^ 

S o 1 u t i o n . En substituant les valeurs correspondantes de — et — y 

dx dx 2 

dans les formules (7), nous avons (fig. 148): 
a) a = 2>x+p, P = 



b) pour x = 0 on trouve : a=p, P = 0 ; 

P 5 p 

c) pour x = — on a : a = — , P = - p 



Si au point M x {x, y) la courbure de la courbe n'est pas egale a zero, il 
correspond a ce point un centre de courbure bien determine C i (a, P). 




Fig. 148 Fig. 149 



L'ensemble de tous les centres de courbure d'une courbe constitue une nouvelle 
courbe appelee developpee de la courbe consideree. 



Ainsi, on appelle developpee d'une courbe le lieu geometrique des centres de 
courbure de cette courbe. La courbe en question est alors appelee devetoppante. 
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Si la courbe est donnee par l'equation y =f (x), on peut alors considerer les 
equations (7) comme les equations parametriques de la developpee, avec x pour 
parametre. En eliminant le parametre x de ces equations (si cela est possible), 
on en deduit l'expression de la dependance directe entre les coordonnees 
courantes a et p de la developpee. Si la courbe est donnee par des equations 
parametriques x = tp ( t ), y = i|/ (/), les equations (7') seront alors les equations 
parametriques de la developpee (puisque les quantites x, y, x', y', x", y" sont des 
fonctions de t). 

Exemple 2. Trouver l'equation de la developpee de la parabole v 2 = 2 px. 
Solution. En nous servant des resultats de l'exemple 1, nous pouvons ecrire 
pour tout point arbitraire (x, y) de la parabole: 



a = 3 x + p. 




En eliminant le parametre x entre ces deux relations, nous trouvons 




Fig. 150 

Exemple 3. Trouver l'equation de la developpee de l'ellipse definie par les 
equations parametriques 

x = a cos t,v = b sin t. 

Solution. Calculons les derivees de x et y par rapport a t 
x'= - a sin t,y'= b cos t ; 
x " = -a cos t, y " = -b sin t. 

En substituant l'expression de ces derivees dans la formule (7 1 ), nous avons: 

b cos t(a 2 sin 2 t + b 1 cos 2 t) 

a = a cos t = . 

ab sin 2 t + ab cos 2 t 
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a et p sont ici les coordonnees courantes de la developpee (fig. 150). 




Fig. 151 

Exemple 4. Trouver les equations parametriques de la developpee de la 



cycloi'de x = a (t - sin t), y = a ( 1 - cos t). 



Solution. 



x'= a (1 - cos t), y'= a sin t ; 
x " = a sin t, y" = a cos t. 

En substituant les expressions trouvees dans la formule (7') nous avons: 
a = a (t + sin t), P = -a (1 - cos t). 

Procedons a un changement de variables en posant 

a = ^ - 7ta, P = q -2a, t = x - 7t; les equations de la developpee se mettent alors 
sous la forme £, = a (t - sin t), q = a (1 - cos t). Par rapport aux coordonnees £, 
et q ces equations definissent une cycloide engendree par une circonference de 
meme rayon a. Ainsi, la developpee de la cycloi'de est la meme cycloide mais 
qui a subi une translation -rax dans le sens de l'axe Ox et -2a dans le sens de 
l'axe Oy (fig. 151). 



§ 7 . Proprietes de la developpee 

Theoreme 1 . La nonnale a une courbe donnee est la tangente a sa 
developpee. 

Demonstration. Le coefficient angulaire de la tangente a la developpee 
definie par les equations parametriques (7) du precedent paragraphe est 

rfP 
_ dx 
da da 
dx 

En remarquant que [en vertu de ces memes equations (7)] 



da _ 3y" 2 y' 2 -y'y m -y' 3 y m _ , 3 y'y" 2 -y"'-y' 2 y"' 

dx y " 2 ' _ v " 2 1 j 

t/p _ 3 .y"V-.y'"-.y' 2 .y” m 

dx y " 2 1 ’ 

nous en deduisons la relation 

rfP 1 

da y' 

Mais y' est le coefficient angulaire de la tangente a la courbe au point 
correspondant. Par consequent, il decoule de cette demiere relation que la 
tangente a la courbe est perpendiculaire a la tangente a la developpee de cette 
courbe au point correspondant ; en d autres termes, la normale a la courbe est la 
tangente a la developpee de cette courbe. 

Theoreme 2. Si le rayon de courbure varie d'une faqon monotone ( c'est-a - 
dire en restant croissant ou decroissant ), dans une certaine partie M\ M 2 de la 
courbe, I'accroissement de la longueur de I'arc de la developpee dans cette 
partie de la courbe est egal (en valeur absolue ) a I'accroissement 
correspondant du rayon de courbure de cette courbe. 

Demonstration. En vertu de la formule (2 1 ) du § 1, eh. VI, nous avons: 

ds 2 = da 2 + rfp 2 , 



ou ds est la differentielle de la longueur de fare de la developpee; il vient, par 
consequent, 

/ , \2 s , \2 / ,„\2 



f d s y 


( rfaV | 


^PY 


\dx ) 


y dx J l 


v dx J 



En substituant dans cette demiere relation les expressions (1) et (2), nous avons 
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Soient xi et x 2 les abscisses des y 
points M] et M 2 . Appliquons le 
theoreme de Cauchy aux fonctions 5 (x) 
et R ( x ) sur le segment [x h x 2 ] : 







S(X 2 )- 5 (X!) 


U 'x) x=K 


R(x 2 )-R(xi) 1 


r dR ^ ) 




V dx ) x=l 




ou E, est un nombre compris entre x t et \ c z 

x 2 (x, < ^<x 2 ). \ J 

Posons (fig. 152) : s (x 2 ) = s 2 , \ /i 

s(xi) = s h R (x 2 ) = R 2 , R(x l )=R l . 

v „_ v — trr5e ve 

Alors — — — = -1 ou ' 

R.2 — R] -? ° — **~ r 

21 0 x f x 7 * 

s 2 - Si = - (R 2 - Ri ). 

Mais cela signifie que | s 2 -s\ ~ R 2 R\ |. Fig. 152 

On demontrerait, d'une maniere identique, cette egalite pour le cas ou le rayon 
de courbure serait croissant. 

Nous avons demontre les theoremes 1 et 2 dans le cas ou la courbe est definie 
par une equation explicite y =f (x). 

Ces theoremes sont egalement valables dans le cas ou la courbe est definie par 
des equations parametriques. La demonstration est identique. 



Remarque. Indiquons un precede mecanique elementaire permettant de 
construire la courbe (developpante) a partir de sa developpee. 

Donnons a une regie flexible la forme de la developpee C 0 C 5 (fig. 153). 
Supposons qu'un fil inextensible, dont l'une des extremites soit fixee au point 
Co, epouse la fonne de la regie. Si nous deroulons le fil tout en le gardant 
tendu, l'autre extremite decrira la courbe M 5 M 0 qui est la developpante. C'est 
d'ailleurs cette propriete qui a donne a la courbe le nom de developpante. Or. 
peut demontrer, en s'appuyant sur les proprietes de la developpee etablies plus 
haut, que la courbe ainsi tracee est bien la developpante. 

Remarquons egalement qu'a chaque developpee donnee correspond une infinite 
de developpantes (fig. 153). 



Exemple. Soit un cercle de rayon a (fig. 154). Choisissons parmi les 
developpantes de ce cercle celle qui passe par le point M 0 (a, 0). 
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Fig. 153 Fig. 154 

On trouve facilement l'equation de la developpante du cercle en remarquant que 
CM= CM 0 = at : 

OP = x =a (cos t + t sin t), PM = y = a (sin t - t cos /). 

Remarquons que dans la majorite des cas les profils des dents d'un engrenage 
ont la forme de la developpante du cercle. 



§ 8. Calcul approche des racines reelles d'une equation 

Les methodes d'etude de la variation des fonctions pennettent le calcul des 
valeurs approchees des racines de l'equation/ (x) = 0. 

Si c'est une equation algebrique ) du premier, deuxieme, troisieme ou 
quatrieme degre, il existe alors des formules donnant les racines de cette 
equation en fonction de ses coefficients apres un nombre fini d'operations 
d'addition, de soustraction, de multiplication, de division et d'extraction de 
racine. De telles formules n'existent pas dans le cas general si le degre de ces 
equations est superieur a quatre. Si les coefficients d'une equation quelconque, 
algebrique ou non (transcendante), ne sont pas des lettres, mais des chiffres, il 
est alors possible de calculer la valeur approchee des racines de cette equation 
avec le degre de precision voulu. Remarquons, egalement, que l’emploi des 
methodes pratiques de calcul des valeurs approchees des racines d'une equation 
donnee s'impose frequemment, meme dans le cas ou la valeur exacte des racines 
de l'equation algebrique peat etre exprimee par des radicaux. Nous exposerons 
cidessous certaines methodes de calcul de la valeur approchee des racines d'une 
equation. 

On dit que fix) = 0 est une equation algebrique si / (x) est un polynome (voir § 
6, ch. VII). 




(1) 
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1 . Methode des cordes ). Soit 

fix) = 0 

une equation, ou/ (x) est une fonction continue sur le segment [a, b], dont la 
derivee d'ordre deux existe. Apres l'etude de la fonction / (x), supposons que 
dans l'intervalle (a, b) il existe un segment [jcj, x 2 ] a l'interieur duquel la 
fonction est 




A 

Fig. 155 Fig. 156 



monotone (croissante ou decroissante) et prend des valeurs de signes contraires 
aux extremites de ce segment. Prenons pour fixer les idees f (xi) < 0 et/ (x 2 ) > 0 
(fig. 155). La fonction y = f (x) etant continue sur le segment [X|, x 2 ], son 
graphique doit necessairement couper l'axe Ox en un point de l'intervalle (x t , 
x 2 ). 

Menons la corde AB joignant les points de la courbe d'abscisses Xi et x 2 . 
L'abscisse a.\ du point d'intersection de cette corde avec l'axe Ox sera la valeur 
approchee de la racine (fig. 156). Pour trouver cette valeur approchee, formons 
l'equation de la droite AB passant par les points donnes A [x\,f (xi)] et B \x 2 ,/ 

te)] 

Comme y = 0 pour x= a u nous avons 
d'ou 

Afin d'obtenir une meilleure approximation de la valeur de la racine 
determinons Si f[a\) < 0, nous repetons le procede que nous venons 

Cette methode s'appelle egalement methode de Lagrange ou methode des 
parties proportionnelles. (N.d.T.) 




d'indiquer en appliquant la formule (2) au segment [a t , x 2 ]. Si / (a/ > 0, 
nous appliquons cette formule au segment [x h a{\. En appliquant ce precede 
plusieurs fois, nous trouvons une approximation toujoiirs meilleure a 2 , a 3 , etc., 
de la racine cherchee. 

Exemple 1 . Trouver les valeurs approchees des racines de l'equation : 
f{x) = x 3 - 6x + 2 = 0. 

Solution . Trouvons tout d'abord les intervalles 1 1 

de monotonite de la fonction. Le calcul de la 
derivee f (x) = 3x 2 - 6 montre que cette demiere est 

positive pour x < - y2 , negative pour -yfe <x< L I 

+ yfl , et de nouveau positive pour x > -Jl (fig. s 

157). La fonction a done trois intervalles de I \ -7 

monotonite ; a l'interieur de chacun d'eux se trouve / \ B 

une racine. J \ j 

Afin de simplifier les calculs ulterieurs, retrecissons I \ /, 

les intervalles de monotonite (tout en prenant soin / ’ . j 

que dans chaque intervalle se trouve la racine J 2 

correspondante). Pour cela, ayant choisi au hasard J JL 

certaines valeurs de x et les ayant substitutes dans _J___ \ . ^ 

l'expression de / (x), on delimite des intervalles de ~ ~2 •-! 0 \ I 21 3 x 
monotonite plus petits aux extremites desquels la \ / 

fonction prend des valeurs de signes contraires : \ / 

X! = 0, /(0) = 2, t-W 

x 2 = 1, /(l) = -3, * y*x’-6x+Z 

x 3 = -3, /(-3) = -7, 

* 4 = -2, /(-2) = 6, 

x s =2 f (2) = -2, I'? 

x 6 = 3 /(3) = 11. Fig. 157 



Fig. 157 



Les racines se trouvent done a l'interieur des intervalles (0; 1), (-3 ; -2), (2 ; 3). 



Calculons la valeur approchee de la racine comprise dans l'intervalle (0; 1). En 
vertu de la fonnule (2), nous avons: 

n (1 “°) 2 2 nu 
a, = 0 = — = 0,4 

1 -3-2 5 

Mais / (0,4) = 0,4 3 - 6-0,4 + 2 = -0,336,/ (0) = 2, par consequent, la racine est 
comprise entre 0 et 0,4. Appliquons de nouveau la formule (2) a l'intervalle 
(0;0,4) ; nous trouvons la valeur approchee suivante 

a 2 =0- ( 0,4 -°) 2 = = Q 342 etc. 

-0,336-2 2,336 

On procedera de merne pour trouver les valeurs approchees des racines 
comprises 
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dans les autres intervalles. 

2. Methode des tangentes (methode de Newton). 
Supposons, a nouveau, que f (x/ < 0, / (x 2 ) > 0 et que, en outre, la derivee 
premiere conserve son signe sur le segment [x 3 , x 2 ], Alors, l'intervalle (X|, x 2 ) ne 
contient qu'une seule racine de l'equation/(x) = 0. 




Fig. 158 Fig. 159 



Supposons, en outre, que la derivee seconde conserve egalement son signe sur 
le segment [x h x 2 ]; nous pouvons y arriver en reduisant la longueur de 
l'intervalle contenant la racine. 

Du fait que la derivee seconde ne change pas son signe sur le segment [xi, x 2 ], 
on deduit que la courbe est soit convexe, soit concave sur ce segment. 

Menons la tangente a la courbe au point B (fig. 158). L'abscisse a\ du point de 
rencontre de cette tangente avec l'axe Ox sera la valeur approchee de la racine 
cherchee. Formons l'equation de la tangente au point B pour trouver cette 
abscisse y - f (x 2 ) =./' (x 2 ) (x - x 2 ). En remarquant que y = 0 pour x = a h nous 
avons 



a \ = x 2 - 



f(x 2 ) 

f'(x 2 ) ' 



( 3 ) 



Menant ensuite la tangente a la courbe au point B\, nous en deduisons une 
meilleure approximation a 2 de la racine. En repetant ce precede un nombre de 
fois suffisamment grand, on peut calculer la valeur approchee de la racine avec 
le degre de precision voulu. 

Attirons l'attention sur le point suivant. Si nous avions mene la tangente a la 
courbe non au point B mais au point A, le point de rencontre de cette tangente 
avec l'axe Ox aurait pu se trouver en dehors de l'intervalle (xi, x 2 ). 

On voit immediatement des figures 158 et 159 que l'on doit mener la tangente a 
la courbe a l'extremite de fare ou les signes de la fonction et de sa derivee 
seconde coincident. Par hypothese, la derivee seconde conserve son signe et, 
par consequent, les signes de la fonction et de la derivee seconde coincideront 



necessairement a l'une des extremites. Cette regie est egalement valable 
pour le cas f (x) < 0. 

t 





Fig. 160 Fig. 161 

Si l'on mene la tangente au point de la courbe dont l'abscisse est l'extremite 
gauche de l'intervalle, il faut remplacer dans la formule (3) x 2 par Xi 

fix i) 

«i = x i ~ r U \ ( 3 ) 

/ (*i) 

Si a l'interieur de l'intervalle (x b x 2 ) se trouve un point d'inflexion C, la methode 
des tangentes peut donner une valeur approchee de la racine situee en dehors de 
l'intervalle (x h x 2 ) (fig. 160). 

Exemple 2. Appliquons la formule (3') au calcul de la racine de l'equation/ 
(x) = x 3 - 6x + 2 = 0, situee dans l'intervalle (0 ; 1). Nous avons/ (0) = 2 ,/ (0) = 
(3x 2 - 6)| x = o = -6 ,f (x) = 6x > 0, c'est pourquoi nous trouvons en vertu de la 
formule (3'): 

a, =0-— = - = 0,333. 

-6 3 

Methode combinee (fig. 161). En appliquant simultanement au segment 
[xi, x 2 ] la methode des cordes et la methode des tangentes, on obtient deux 
points a i et a x al, disposes_de part et d'autre de la racine a recherchee (puisque 
/ (ai) et / ( flj ) ont des signes differents). On applique ensuite au segment 
[a\,a l ] la methode des cordes et la methode des tangentes. Nous trouvons deux 
nombres a 2 et a 2 qui sont encore plus pres de la valeur de la racine. 



On applique successivement cette methode jusqu'a ce que la difference des 
valeurs approchees ainsi obtenues soit inferieure a la marge de precision voulue. 
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Notons qu'en appliquant la methode combinee nous nous approchons de la 
valeur-cherchee de la racine des deux cotes a la fois (c'est-a-dire que nous 
detenninons simultanement les valeurs approchees par exces et par defaut de la 
racine). 

Ainsi, on verifie pour l'exemple considere que / (0,333) > 0,/ (0,342) < 0. 

Par consequent, la valeur de la racine est comprise entre les valeurs approchees 
calculees: 

0,333 <x< 0,342. 

Exercices 

Trouver la courbure des courbes aux points indiques: 

1. b 2 x 2 + a 2 v 2 = a 2 b 2 aux points (0, b) et (a, 0). Rep. — au point (0, b) ; — 

a 2 b 2 

au point ( a , 0) 

24 

2. xy=12 au point (3 ; 4). Rep 

6xi 

3. v = x 3 au point (x b y x ). Rep . — 

(l + 3 «,T 

4. 1 6y 2 = 4x 4 - x 6 au point (2, 0). Rep. 

2 2 2 

5. x 3 +y 3 =a 3 au point arbitraire. Rep. — 

3 {axy)'^ 

Trouver le rayon de courbure des courbes aux points indiques ; construire 
chaque courbe et le cercle de courbure correspondant: 



6. y 2 = x 3 au point (4 ; 8). Rep. R = 

7. x 2 = 4 ay au point (0; 0). Rep. R = 2a. 



8. b 2 x 2 - a 2 v 2 = a 2 b 2 au point (x b y x ). Rep. R = - 



9. y = Log x au point (1 ; 0). Rep. R =2 ~Jl . 

10. v = sin x au point ( 2 , 1 ) . Rep. R = 1 . 

X — Cl cos ^ 1 1 

11. ^ pour t = t\. Rep ,R = a sin t\ cos t\ 
y = a sin 3 t J 



Trouver le rayon de courbure des courbes suivantes: 
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x = 3t 2 1 

12. > pour t = 1. Rep. R = 6 . 

v = 3t-P P 



13. La circonference p = a sin 0. Rep. R = — . 

(p 2 +a 2 V 2 

14. La spirale d'Archimede p = aQ. Rep. R = - — *- — 

p~ + 2 a~ 

15. La cardioide p = a (1 - cos 0). Rep. R = . 

16. La lemniscate p 2 = a 2 cos 20. Rep. R= 3P 

0 0 

17. La parabole p = a sec 2 — . Rep. R = 2a sec 3 — . 

A O A 

18. P = a sin 3 — 3 . Rep. R= — a sin 2 — . 



Trouver les points des courbes ou le rayon de courbure est le plus petit: 



19. y = Log x. Rep. ^,-^log2 

V 

f 1 V2 

20. y = e\ Rep. --log 2,^ 



2 1 . -Jx + Jv = 4a . Rep — , — . 

I 4 4 



22. y= a Log 1 - — 1 . Rep. Au point (0, 0) R = — . 



Trouver les coordonnees du centre de courbure (a, P) et l'equation de la 
developpee de chacune des courbes suivantes: 



23 . — = 1 . Rep, q = ( a2 + b 2 ) x3 (a' + b 2 )f 

a 2 b 2 a 4 b 4 

2 2 2 1 2 2 1 

24. x 3 +.v 3 =a 3 . Rep. a = x + 3x 3 y 3 ; P = y + 3x 3 y 3 . 

3 2 r. ’ a 4 +15v 4 a 4 v-9v 5 

25. v 3 = ax. Rep. a = — — ; P = — 1 — — — , 

6a 2 .v 2a 4 



244 



26. 



x = 3t, 4 3 

Rep. a = — f 3 ;P = 3 1 2 — 
y = t 2 - 6 3 2 



a =a cos t; 



P = a sin t. 



„„ x = A:logctg kcost, k j . 

27. < 6 2 Rep. y = — e^+e k (tractnce). 

[v = k sin t. V j 

[x = a(cos t + 1 sin /), a = acost; 

28. \ Rep. 

[v = a(sin f — f cost) P = asinf. 

fx = acos 3 t, a = a cos 3 ? + 3a cost sin 2 t; 

29. \ .Rep 

[y = a sin } t. P = a sin 3 t + 3 a cos 2 t sin t 

30. Calculer les racines de l'equation jc 3 - 4x + 2 = 0 a 0,001 pres. Rep. x t = 
1,675, x 2 = 0,539, .X 3 = -2,214. 

3 1 . Calculer la valeur approchee de la racine de l'equation f(x) = x 5 - x - 0,2 = 0 
comprise dans l'intervalle (1 ; 1,1). Rep. 1,045. 

32. Calculer les racines de l'equation jc 4 + 2jc 2 - 6 x + 2 = 0 a 0,01 pres. Rep. 
0,38 <xi< 0,39; 1,24 <x 2 < 1,25. 

33. Trouver la valeur approchee des racines de l'equation X s - 5 = O.Rep. X\ » 

, - 7 , - 7 , -1 + /V3 

1,71, X2,3>—1 ,7 1 — 

34. Trouver la valeur approchee de la racine de l'equation x - tgx = 0 comprise 

3ti 

entre 0 et — . Rep. 4,4935. 

2 

35. Trouver la valeur approchee de la racine de l'equation sin x = 1 - x a 0,001 
pres. Indication. Mettre l'equation sous la forme f(x) = 0. Rep. 0,5 1 1 0 
< jc < 0,511 1. 



Problemes divers 



36. Montrer qu'en chaque point de la lemniscate p 2 = a 2 cos 2(p la courbure est 
proportionnelle au rayon vecteur en ce point. 

37. Trouver la plus grande valeur du rayon de courbure de la courbe p=a sin 3 

^ .Rep. R=3a/4. 

3 

38. Trouver les coordonnees du centre de courbure de la courbe y = x Log x au 
point ouy'= 0. Rep. (e'\ 0). 

39. Demontrer que pour les points de la spirale d'Archimede p = a<p la valeur 
de la difference entre le rayon vecteur et le rayon de courbure tend vers 
zero quand tp — > 00. 
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40. Trouver la parabole y =ax 2 + bx + c, ayant avec la sinusoi'de y =sin x 
une tangente commune et la mane courbure au point (jt/2, 1). Faire 

undessin. Rep. y = - — + — + 1 - — . . 

2 2 8 

41. La fonction y =f (x) est ainsi determinee / (x) = x 3 dans l'intervalle - oo < x 
< 1 ,/(x) = ax 2 + bx + c dans l'intervalle 1 < x < + oo. Quelles doivent etre 
les valeurs de a, b, c pour que la courbe y =f (x) ait partout une 
courbure continue ? Faire un dessin. Rep. a = 3, b = -3 c = 1. 

42. Montrer que le rayon de courbure d'une cyclo'ide est en chaque point le 
double de la longueur de la normale en ce point. 

43 . Ecrire l'equation du cercle de courbure de la parabole y = x 2 au point ( 1 , 1 ). 

Rep. (x + 4) 2 + ^y-^) = 1 ^ 5 . 



44. Ecrire l'equation du cercle de courbure de la courbe y = tg x au point 




Rep. 





45. Trouver la longueur de la developpee de l'ellipse dont les demi-axes sont 
egaux a a et b. Rep. 4 (a 3 - b 3 )/ab. 

46. Trouver la valeur approchee des racines de l'equation xe x = 2 a 0,01 
pres.Rep. L'equation a une racine reelle unique x a 0,84. 

47. Trouver la valeur approchee des racines de l'equation x Log x = 0,8 a0,01 
pres. Rep. L'equation a une racine reelle unique x a 1,64. 

48. Trouver la valeur approchee des racines de l'equation x 2 arc tg x = 1 a 0,001 
pres. Rep. L'equation a une racine reelle unique x a 1,096. 
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Chapitre VII NOMBRES COMPLEXES. 
POLYNOMES 

§ 1. Nombres complexes. Definitions : 

On appelle nombre complexe z toute expression de la forme 

z = a + ib, (1) 

ou a et b sont des nombres reels et i l'unite imaginaire definie par la relation 
i = V-T ou r = - 1 ; (2) 

a est appele la partie reelle et b la partie imaginaire du nombre complexe z. On 
les note ainsi 

a = Re z, b = Im z. 

Si a = 0, le nombre 0 + ib = ib est dit purement imaginaire ; si b = 0, on 
retrouve un nombre reel: a + /0 = a. On dit que deux nombres complexes z = a 
+ ib et z = a - ib sont conjugues s'ils ne different que par le signe de leur partie 
imaginaire. 

On adopte deux conventions fondamentales 

1) deux nombres complexes z\ = a\ + / b\ et z 2 = a 2 + i b 2 sont egaux z, = z 2 , 

si a\ = a 2 , b\ = b 2 , 

autrement dit si separement leurs parties reelles et leurs parties imaginaires sont 
egales. 

2) un nombre complexe z est egal a zero 

z = a + ib = 0 

si et seulement si a = 0, b = 0. 

1. Representation geometrique des nombres 

comp 1 exes. Tout nombre complexe z = a + ib peut etre represente sur le 
plan Oxy par un point A (a, b ) de coordonnees a et b, et reciproquement, tout 
point M (x, y) du plan Oxy peut etre considere comme l'image geometrique du 
nombre complexe z = x + iy. Le plan sur lequel on represente les nombres 
complexes est appele plan de la variable complexe z (fig. 162) (sur le plan le 
symbole z est entoure d'un petit cercle). 

Mais si a tout point A (a, b) correspond un nombre complexe a + ib, alors, en 
particular, a tout point de l'axe Ox correspond un nombre reel ( b = 0). Tout 
point de l'axe Oy represente un nombre purement imaginaire puisque dans ce 
cas a = 0. 
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(Test pourquoi, eu egard a une telle representation des nombres complexes 
sur le plan, on appelle l'axe Oy axe imaginaire et l'axe Ox axe reel. 260 
En joignant le point A (a, b) a l'origine des coordonnees on obtient le vecteur 
OA. 

Pour des raisons de commodite, on assimile parfois le nombre complexe z = a + 
ib au vecteur OA correspondent. 

2. Forme trigonometrique des nombres complexes. 
Designons par cp et r (r > 0) les coordonnees polaires du point A (a, b ), en 
prenantl'origine des coordonnees pour pole et le sens positif de l'axe Ox pour 
axe polaire.Alors (fig. 162) on a les relations suivantes a = r cos <p, b = r sin cp 
et, par consequent, tout nombre complexe z peut etre mis sous la forme 



a + ib = r cos <p + ir sin (p 




Fig. 162 



ou 

z — r (cos <p + i sin cp). (3) 

L'expression figurant dans le second membre de 
cette relation est la forme trigonometrique du 
nombre complexe z = a + ib ; r est dit module et 
<p argument du nombre complexe ; ils sont 
notes ainsi r = | z |, <p = argz. (4) 



Les grandeurs r et cp s'expriment ainsi en fonction de a et b\ 



r = ^a 2 + b 2 \ cp = arctg — 
a 



|z| = |a + /6| = -Ja 2 + b 2 , 

b\ ( 5 ) 

arg z = arg (a +ib) = arctg — . 

a , 



L'argument du nombre complexe, Tangle cp, est positif s'il est compte a partir de 
l'axe des x positifs dans le sens inverse des aiguilles dune montre et negatif dans 
le cas contraire. II est evident que l'argument cp n'est pas defini d'une maniere 
univoque, mais a Ink pres, ou k est un nombre entier quelconque. 



Remarque. Les nombres complexes conjugues z = a + ib et z = a - ib ont 
des modules egaux | z | = | z | et leurs arguments sont egaux en valeur absolue, 
mais de signes differents : arg z = - arg z . 
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Notons que tout no mb re reel A peut etre egalement mis sous la forme (3), a 
savoir 

A = | A | (cos 0 + i sin 0) quand A > 0, 

A = | A | (cos n + i sin n) quand A < 0. 

Le module du nombre complexe 0 est egal a zero : | 0 | = 0. On peut prendre 
pour argument du nombre zero un angle (p quelconque. En effet, quel que soit (p, 
on aura 0 = 0 (cos tp + i sin cp). 

§ 2. Principals operations sur les nombres complexes 

1. Addition des nombres complexes. La somme de deux 
nombres complexes z x = a x + i b x et z 2 = a 2 + i b 2 est le nombre complexe defini 
par l'egalite 

-1 + -2 = (fli + i b\) + ( a 2 + i b 2 ) = (fli + a 2 ) + i ( b x + b 2 ) (1) 

On voit de la formule (1) que 1'addition des nombres complexes represents 
sous forme de vecteurs satisfait aux regies d'addition des vecteurs (fig. 163, a). 




Fig. 163 



2. Soustraction des nombres c o m p 1 e x e s . La difference de deux 
nombres complexes z x = a x + i b\ et z 2 = a 2 + / b 2 est le nombre complexe qui, 
ajoute a z 2 , donne z\: 

zi-z 2 ;- (fli + i b\ ) - ( a 2 + i b 2 ) = {a x - a 2 ) + i (bi - b2) (2) 
Remarquons que le module de la difference de deux nombres complexes, 



(a 1 ~a 2 ) 2 +(b\ ~b 2 ) 2 



est egal a la distance entre les deux points 



correspondants du plan complexe (fig. 163, b) 



\zi-z 2 \= Jia, -a 2 ) 2 +(bi~b 2 ) 2 



3. Multiplication des nombres complexes.Le produit des 
nombres complexes zy = ai + i b\, et z 2 = a 2 + i b 2 est le nombre complexe que 
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l'on trouve en multipliant ces nombres comme des binomes d'apres les 
regies du calcul algebrique et en tenant compte des relations: 
r= -1 P = -i r =(-/) i =-i2 = i 5 = i, etc., 
et en general pour tout entier k: 

f k = 1 f k+x = i i 4k+2 = 1 f k+l = i 



En vertu de cette regie, nous avons: 

z 1 z 2 = (ai + i b\){ a 2 + i b 2 ) = a\ a 2 + i b\ a 2 + i a\ b 2 + i 2 b\ b 2 
ou 

z 1 z 2 = {a\ a 2 - b\b 2 ) + i ( b\a 2 + a\b 2 ). (3) 

Si les nombres complexes sont donnes_ sous forme trigonometrique, on aura 
z x = r 1 (cos cpi + i sin qjj), z 2 = r 2 (cos cp 2 + i sin <p 2 ) 

Trouvons le produit de ces nombres 

zi z 2 = r 1 (cos <pi + i sin cpj) r 2 (cos cp 2 + i sin <p 2 ) 

= ri r 2 [cos q>i cos (p 2 + i sin cp] cos cp 2 + i cos cpi sin cp 2 + r sin sin cp 2 ] 

= ;'i r 2 [(cos (pi cos (p 2 - sin cpj sin cp 2 ) + i (sin tpj cos (p 2 + cos (pi sin (p 2 )] 

= r x r 2 [cos (cpi + cp 2 ) + i sin (<pi + <p 2 )]. 



Zi z 2 = r x r 2 [ cos ((p!+ (p 2 ) + i sin (<p, + (p 2 )] (3') 

c'est-a-dire le produit de deux nombres complexes est un nombre complexe dont 
le module est egal au produit des modules des facteurs et I'argument a la 
somme des arguments des facteurs. 

Remarque l.En vertu de la formule (3), les nombres complexes conjugues z 
= a + ib et z = a - ib verifient la relation 

zz = a 2 + b 2 



Le produit de deux nombres complexes conjugues est un nombre reel egal au 
carre du module de chacun d'eux. 



4. Division des nombres complexes. La division de deux 
nombres complexes est l'operation inverse de leur produit. Soient z x = a x + i b x , 
I 2 2 ~ Z \ 

z 2 = a 2 + i b 2 ,\ z 2 \= ^a 2 +b 2 0 . Alors — = z est un nombre complexe tel 

Z9 



que Zi = z 2 z. 
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a x + ib x 
a-, + ib 2 



= x + iv 



a\ + ib\ = ( a 2 + i b 2 )(x + iv) 
ou 

a x + ib\ = ( a 2 x - by) + i (ay + b 2 x) ; 

x et y sont determines du systeme d'equations 

a x =a 2 x-b 2 y, b\ = b 2 x + a 2 y, 

d'ou nous trouvons: 

a x a 2 +b l b 2 a 2 \b\ ~ a \b 2 

r\ r\ 5 y 9 9 

a 2 + b 2 a 2 +b 2 

et nous avons en definitive 

«i «2 + b x b 2 ,a 2l b x -a x b 2 



2 i u 2 

a 2 +b 2 



2 , u 2 
a 2 +b 2 



En pratique, on precede de la maniere suivante pour effectuer la division de 
deux nombres complexes : pour diviser z x = a x + i b\ par z 2 = a 2 + / b 2 on 
multiplie le dividende et le diviseur par le nombre complexe conjugue du 
diviseur (c'est-a-dire par a 2 - i b 2 ). 



Le diviseur devient alors un nombre reel ; en divisant par ce nombre reel la 
partie reelle et la partie imaginaire du dividende, on trouve le quotient 
a x +ib x (a x +ib x )(a 2 -ib 2 ) (a x a 2 +b l b 2 ) + i(a 2 b l -a x b 2 ) 
a 2 +ib 2 (a 2 +ib 2 )(a 2 -ib 2 ) (a 2 2 +bl) 



a x a 2 +b x b 2 + . a 2 b x -a x b 2 



a 2 +b 2 



a 2 +b 2 



Dans le cas des nombres complexes exprimes sous forme trigonometrique 
z i = r x (cos (pi + i sin cpi), z 2 = r 2 (cos (p 2 + i sin cp 2 ), 

on a 

z x ^(coscpj +isincp! ) r x r . , . . , 

— = — - = — [cos((p, -cp 2 ) + rsm((p I -cp 2 )| (5) 

z 2 r 2 (cos(p 2 +isin<p 2 ) r 2 

Pour verifier cette egalite, il suffit de multiplier le diviseur par le quotient 



r 2 (cos<p 2 +isintp 2 ) — [cos((p! - <p 2 ) + /sin((p, -<p 2 )] = 
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r 2 — [cos((p 7 +cpj -(p 2 ) + /sin((pT +<P[ -<p 2 )] 
r 2 

= r 1 (coscp 1 +/sincp[). 

Ainsi, le module du quotient de deux nombres complexes est egal au -quotient 
des modules du dividende et du diviseur; I'argument du quotient est egal a la 
difference des arguments respectifs du dividende et du diviseur. 

Remarque 2. Les regies qui regissent les operations .effectuees avec les 
nombres complexes montrent que la somme, la difference, le produit et le 
quotient des nombres complexes sont aussi des nombres complexes. 

Si on applique aux nombres reels, consideres comme un cas particulier des 
nombres complexes, les regies qui regissent les operations effectuees avec les 
nombres complexes, on voit qu'elles concordent avec les regies usuelles en 
arithmetique. 

Remarque 3.En revenant aux definitions de la somme, de la difference, du 
produit et du quotient des nombres complexes, on verifie aisement que si on les 
remplace par leurs conjugues respectifs, les resultats des operations indiquees 
doivent aussi etre remplaces par leurs conjugues. En particulier, il en decoule le 
theoreme suivant. 

T h e o r e m e . Si dans le polynome a coefficients reels 

A a x n+ A l x n - 1 +...+A n 

on substitue a x le nombre a + ib, puis le nombre conjugue a - ib, les resultats 
obtenus seront respectivement conjugues. 

§ 3. Elevation d'un nombre complexe a une puissance et 
extraction de la racine d'un nombre complexe 

1. Elevation a une puissance. Il vient de la formuale (3') du 
paragraphe precedent que si n est un entier positif, alors 

[/-(cos <p + i sin (p)]" =r”(cos«(p + /sin«(p). (1) 

Cette formule est appelee formule de Moivre. Elle montre que quand on eleve 
un nombre complexe a une puissance entiere positive, le module de ce nombre 
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est eleve.a cette puissance et I'argument est multiplie par I'exposant de cette 
puissance. 

Arretons-nous a une application de la formule de Moivre. 

Posons dans cette formule r = 1, nous avons: 

(cos cp + i sin cp)" = cos mp + i sin mp. 

En developpant le premier membre, d'apres la formule du binome de Newton, et 
en identifiant les parties reelles et les coefficients de i, on peut exprimer sin mp 
et cos ncp en fonction des puissances de sin cp et cos cp. Par exemple, pour n = 
3 nous avons: 

cos 3 cp + i3 cos 2 cp sin cp - 3 cos cp sin 2 tp - i sin 3 cp = cos 3cp + i sin 3cp. 

II decoule de l'egalite de ces nombres complexes que 

cos 3cp = cos 3 <p - 3 cos cp sin 2 <p, 
sin 3cp = - sin 3 cp + 3 cos 2 cp sin cp. 

2. Extraction de la racine. On appelle racine « leme a d'un nombre 
complexe le nombre complexe qui, eleve a la puissance n, donne le nombre 
figurant sous la racine, c'est-a-dire 



si 



'ijr { cos cp + i sin cp) = p(cos vp + i sin vp), , 
p" (cos n \ p + i sin n\\i) = r ( cos cp + i sin cp) . 



Puisque pour deux nombres complexes egaux leurs modules sont egaux et la 
difference de leurs arguments est un multiple de 2ti, nous pouvons ecrire 

p n = r , «\p = cp + 2kn. 

D'ou nous trouvons 




cp + 2^7t 

V = - 

n 



ou k est un entier arbitraire et 'ifr la racine arithmetique (c'est-a-dire un nombre 
reel positif) du nombre positif r. Par consequent, 



/— — — r „r( tp + 2 kn . . <p + 2AtO 

!yr(cos<p + / sin cp) = -ijrl cos h; sin . (2) 

y n n J 



En dormant a k les valeurs 0, 1, 2, 1 nous trouvons n valeurs differentes 

de la racine. Chaque valeur de la racine obtenue, en donnant a k une valeur plus 



grande que n - 1, ne se distingue de l'une des valeurs precedentes que par un 
multiple de 2n et, par consequent, ces deux valeurs de la racine s'identifient. 

La racine n leme d'un nombre complexe a done n valeurs differentes. 

La racine n leme du nombre reel A, different de zero, a egalement n valeurs 
differentes, puisque les nombres reels sont un cas particulier des nombres 

complexes et peuvent etre exprimes egalement 
* ‘ 1 sous forme trigonometrique 

J, -•>. si A > 0, alors A = \ A | (cos 0 + i sin 0) ; 

/ \ \ si A < 0, alors A = \ A \ (cos n + i sin n). 

f \- 120° Exemple 1. Soit a calculer les racines cubiques 

— J Q/ ^ de l'unite. 

\ / 1 J Solution. Mettons l'unite sous forme 

\ / J trigonometrique 

^ 1= cos 0 + i sin 0. 

Fig. 164. 

Nous trouvons de la formule (2) 

3 /r 3/ p . — - 0 + 2^7t . . 0 + 2^7t 

Vl =VcosO + ;sinO = cos i-;sm . 

3 3 

Pour k= 0, 1, 2 nous avons les trois valeurs de la racine 

. . . . 27t .. 27t 4 tx . . 4tc 

Xi = cos 0 + ; sin 0 = 1 ; x^= cos i sin — ; = cos i sin — ; 

3 3 3 3 



2ti 1 . 2tx V3 

cos — = — ; sin — = — 
3 2 3 2 

nous avons, par consequent: 



47t 1 . 4 ti V3 

cos — = — ; sin — = . 

3 2 3 2 



. 1 .v/3 1 ,V3 

xi=l;x 2 ~ — +i — ; x 3 = 1 — . 

2 2 2 2 

Les points A, B, C de la figure 164 sont les images geometriques des racines 
obtenues. 



3. Resolution des equations binomes. On appelle equation 
bin6me toute equation de la forme 

x n =A. 

Cherchons les racines de cette equation. 

Si A est un nombre reel positif, alors 

„/—( 2kn . . 2£ti 
x = M A cos 1 - / sin 



(k= 0, 1, 2, . . ., n- 1). 
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L'expression entre parentheses donne toutes les valeurs de la racine n leme de 
l'unite. 

Si A est un nombre reel negatif, alors 

irif n + 2kn . . n + 2/cn) 

X = !! \A\\ COS h l sm . 



L'expression entre parentheses donne toutes les valeurs de la racine « leme de -1. 
Si A est un nombre complexe, on trouve les valeurs de x a partir de la formule 
(2). 

Exemple 2. Resoudre l'equation jc 4 = 1 . 

Solution. 

4 / ;r, : : — — — 2kn . . 2kn 

x = vcos 2kn + 1 sin 2/rji = cos 1 - 1 sin . 

4 4 

Pour k= 0, 1, 2, 3 nous avons 

xi = cos 0 + i sin 0 = 1, 





2 jt . . 


2 jt 




x 2 =cos 


— + 1 sm 


= 


i, 




4 


4 






4ti . . 
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X 3 =COS 


— + i sm 


= - 


1, 




4 


4 






6 tt . . 


6n 




x 4 =cos 


— + i sm 


= - 


• i. 




4 


4 





§ 4. Fonction exponentielle a exposant complexe et ses 
proprietes 



Soit z = x + iv. Si x et y sont des variables reelles, z est une variable complexe. 
A chaque valeur de la variable z correspond un point bien determine (fig. 162) 
dans le plan Oxy (plan de la variable complexe). 

Definition. On dit que iv est une fonction de la variable complexe z si a 
chaque valeur de la variable z, prise dans un certain domaine du plan de la 
variable complexe, correspond une valeur bien definie de la variable complexe 
iv ; cette fonction de la variable complexe est notee : w =f (z) ou w = w (z). 

Nous considererons ici une seule fonction de la variable complexe, la fonction 
exponentielle 

w = e z 



ou 
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Les valeurs complexes de la fonction w se definissent comme suit ) 
e z+,y = e x (cos y + i sin y), (1) 

c'est-a-dire 

w (z) = e x (cos y + i sin y). (2) 

Exemples. 



1) z = 1 h — i,e 4 

4 



= e cos — + ; sin — = e h i 



■Ji M 



2) z = Oh — i,e 
2 



W o tt . 71 . 

1 = e cos — + 1 sm — =i , 

l 2 2 



3) z = 1 + i, e = e (cos 1 + i sin 1) * 0,54 + /-0,83, 

4) z = x est le nombre reel, e' +0 ' = e T (cos 0 + i sin 0) = e x est la fonction 
exponentielle ordinaire. 

Proprietes de la fonction exponentielle. 

1 . Si z\ et z 2 sont deux nombres complexes, alors 

= e z < . e z 2. ( 3 ) 

Demonstration. Soit 



Z[ =Xi+ iy u z 2 =x 2 + iy 2 ; 



g z i +z 2 — ^ x i )+( .v 2 +n ? 2 ) _ g(x 1 +x 2 )+i(yi+y2) 

(4) 

= e A ‘ e 12 [cos( v t + v 2 ) + / sin(^ x + y 2 )] 

Par ailleurs, en vertu du theoreme relatif au produit de deux nombres complexes 
exprimes sous forme trigonometrique, nous avons 

e" 1+Z2 = e^ x ' +iy ' ) e (X2+!V2) = e x ' (cos y } + i sin y l ) x e Xl (cos v 2 + > si n }’i ) = 

= e x ' e Xl - [cos( vj +y 2 ) + i sin(.v 1 + y 2 )] 

Les seconds membres dans les egalites (4) et (5) sont egaux et, par consequent, 
les premiers membres le sont aussi : e z ' + ~ 2 = e z ' -e^ . 

2. On demontre d'une faqon analogue la formule: 

e z '~ Zl = — . (6) 

e" 2 

3 . Si m est un nombre entier, on a 

(ey = e mz (7) 

Pour m > 0 cette formule se demontre aisement a partir de la formule (3) ; si m 
< 0, cette formule est deduite des formules (3) et (6). 

4. Demontrons l'identite 



Le bien-fonde d'une telle definition de la fonction exponentielle de la variable 
complexe apparaitra par la suite, v. t. II, § 21, ch. XIII et § 18, ch. XVI. 




„z+2ni 

e — e . 



En effet, on obtient des formules (3) et (1) 



e z+2m =- e e 2n ' = e A (cos 2ix + i sin 2n) = e" . 

II vient de Fidentite (8) que la fonction exponentielle e : est une fonction 
periodique de periode 2 to. 

5. Considerons maintenant la quantite complexe 

w = u (x) + iv ( x ), 

ou u (x) et v (x) sont des fonctions reelles de la variable reelle x. C'est ce que 
l'on appelle une fonction complexe de la variable reelle x. 

a) Supposons que les limites 

lim «(x) = u(x 0 ), lim v(x) = v(x 0 ) 

x— >x 0 x—>x 0 

existent. Alors, on appelle u (x 0 ) + iv (x c ) = w 0 la limite de la variable complexe 
w. 

b) Si les derivees u' (x) et v' (x) existent, on appelle l'expression 

w ’ x = u’ (x) + iv’ (x) (9) 

la derivee de la fonction complexe de la variable reelle par rapport, a cette 
variable reelle. 

Considerons ensuite la fonction exponentielle 

w = e <**wp* = g (“ + <P) 

ou a et p sont des nombres reels constants et x une variable reelle. Cest une 
fonction complexe de la variable reelle, que l'on peut, en vertu de la formule 
(1), mettre sous la forme 

w = e a '[cos Px + i sin Px] 
ou 

w = e°“ cos Px + i e m sin Px. 

Calculons la derivee w ’ x . En vertu de la formule (9), nous avons: 
w' x = (e ar cos Px)' + /(e ar sin Px)' = 
e a<: (a cos Px - P sin Px) + ie' u (a sin Px + P cos Px) = 
a[e ai (cos Px + i sin Px)J+ i\^\e' ,J: (cos Px + i sin PxJ = 

(a + /p)[e cu (cosPx + /sinPx)J= (a + /p)e (a+ '^ x . 

Done si w = e (a + 'P ) r 5 alors w’= (a + /(3) e^ a + ‘P )x ou 

jg (a +'P)x ]' = ( a + /p) e (“ + 'P>* . (10) 



Ainsi, si k est un nombre complexe (en particular un nombre reel) et x un 
nombre reel, alors 

(e fa ).=fe tr . 

Nous retrouvons la fonnule usuelle de derivation de la fonction exponentielle. 
Par ailleurs, 

(e fa )" = [(e fa )] = k (e fa )’ = Ice 1 ^, 

et pour n quelconque 

(, e k f ,) = k n e kx . 

Ces formules nous seront utiles par la suite. 

§ 5. Formule d'Euler. Forme exponentielle d'un nombre 
complexe 



Si l'on pose dans la formule (1) du paragraphe precedent x = 0, on a: 
e ly = cosy fi sin y. (1) 

C'est la formule d'Euler qui exprime le lien entre la fonction exponentielle a 
exposant imaginaire et les fonctions trigonometriques. 

En remplaqant dans la formule (1) y par -y, on a 

e' ly = cos v - i sin y. (2) 

Dn deduit des egalites (1) et (2) l'expression de sin v et de cos v 



On utilise, en particulier, ces demieres fonnules pour exprimer les puissances 
de cos <p et sin (p ainsi que leurs produits en fonction des sinus et des cosinus 
des arcs multiples. 

Exemples: 1 . 



cos 2 y = 



= -{e i2y +2 + e~ i2y ) = 

4 



[(cos 2_y + i sin 2 y ) + 2 + (cos 2_y - i sin 2yj] = 
— (2 cos 2 y + 2) = — (1 + cos 2_v). 



2. cos 2 tp sin 2 cp = 
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(e i2<p _ e -i2<p ) 2 1 l 

= — cos4m + — . 

4 - 4/ 2 8 T 8 

Forme exponentielle des nombres complexes. 
Representons le nombre complexe z sous forme trigonometrique: 

z = r (cos cp + i sin tp), 

ou r est le module et y l'argument de ce nombre complexe. En vertu de la 
fonnule d'Euler 

cos cp + / sin <p = e Kf . (4) 

Par consequent, tout nombre complexe peut etre mis sous la forme dite 
exponentielle: 

z = r e i<p . 

Exemples. Mettre les nombres 1 , i, -2, - i sous la forme exponentielle. 
Solution. l=cos 2kn + i sin 2kn = e 2lcm 



i =cos — + i sin — = e A , 

2 2 

-2 = 2 (cos 7t + i sin n) = 2e” , 





f 7i^i . . r 




i = cos 




— 




l 2 { 


2 



A l'appui des proprietes (3), (6), (7) § 4 de la fonction exponentielle on peut 
effectuer aisement les operations sur les nombres complexes donnes sous forme 
exponentielle. Soient 



7 _ r p l( ?l 7 _ r p l( ?2 

z \ ~ r \ e > z 2 ~ '2^ 



Nous avons alors 

Z[ -z 2 =r 1 e ,<Pl ■r 2 e i<P2 = r 1 ; 2 e' <<Pl+<P2 - ) ; (5) 

ce resultat coincide avec la fonnule (3') § 2. 

z t _ r x e"»' _ ri e<(qh ^ a) 
z 2 ; 2 e i<P2 7- 2 

cette fonnule coincide avec la fonnule (5) § 2. 

z" = (r e ,<p )" = r" e" ,<p . (7) 

cette fonnule coincide avec la fonnule ( 1 ) § 3 . 

,(p+2&7t 

sfre^ = yfre' " (k= 0, 1 , 2, ,n- 1); (8) 

cette formule coincide avec la fonnule (2) § 3 . 

§ 6. Decomposition d'un polynome en facteurs 



On appelle polynome ou fonction rationnelle entiere de x la fonction 
f(x) = A a x" + A ix"' 1 + . . . + A„, 
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ou n est un nombre entier ; comme on le sait, le nombre n est appele degre 
du polynome. Les coefficients A 0 , A h . . A n sont ici des nombres reels ou 
complexes. La variable independante x peut egalement prendre soit des valeurs 
reelles, soit des valeurs complexes. 

On appelle racine d'un polynome la valeur de la variable x pour laquelle le 
polynome s'annule. 

Theoreme 1 ( Theoreme de Bezout).Le reste de la division du polynome f (x) 
par le mondme x - a est egal a f (a). 

Demonstration. Le quotient de la division de / (x) par x - a est un 
polynome f (x) de degre inferieur d'une unite a celui du polynome / (x) ; le reste 
est un nombre constants. Nous pouvons done ecrire 

f(x) = (x-a)fi(x) + R. (1) 

Cette egalite est vraie pour toutes les valeurs de x differentes de a (la division 
par* - a n'a pas de sens pour x = a). 

Si maintenant x tend vers a, la limite du premier membre de l'egalite (1) sera 
egale a / (a) et la limite du second membre sera egale a R. Les fonctions/ (x) et 
(x- a) f (x) + R etant egales pour toutes les valeurs de x * a, leurs limites quand 
x — > a sont aussi egales, c'est-a-dire/ (a) = R. 

Corol 1 a i r e . Si a est une racine du polynome, c'est-a-dire si f (a) = 0,/ (x) 
se divise exactement par x - a et peut etre, par consequent, mise sous forme du 
produit 

fix) = (x - a)f (x), 

ou/i (x) est un polynome. 

Exemple 1. Le polynome / (x) = x 3 - 6x 2 + 1 lx - 6 s'annule pour x = 1, c'est- 
a-dire/(l)=0, done le polynome se divise exactement par x - 1: 
x 3 - 6x 2 + 1 lx - 6 =(x - 1) (x 2 - 5x + 6). 

Considerons maintenant les equations a une inconnue x. 

On appelle racine d'une equation tout nombre (reel ou complexe) qui, substitue 
a x dans l'equation, la transfonne en identite. 

Exemple 2. Les nombres Xf= — ; x 2 = — ; x 3 = — , . . . sont les racines de 

4 4 4 

l'equation cos x = sin x. 

On appelle equation algebrique de degre n les equations de la forme P (x) = 0, 
ou P (x) est un polynome de degre n. II decoule de la definition que les racines 
de l'equation algebrique P (x) = 0 s'identifient a celles du polynome P (x). 

La question se pose naturellement de savoir si toute equation a des racines. La 
reponse est negative si l'on considere les equations non algebriques, car il existe 
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des equations de ce genre qui n'ont ni de racines reelles ni de racines 
complexes : par exemple, l'equation e x = 0 ). 

Toutefois, si l'on considere les equations algebriques, on doit repondre par 
l'affinnative a cette question. Dans ce cas, la reponse constitue ce que l'on 
appelle le theoreme fondamental de l'algebre. 

Theoreme 2 (Theoreme fondamental de l’algebre). Toute 
fonction rationnelle entiere f (x) a au moins une racine reelle ou complexe. 

On demontre ce theoreme en algebre superieure. Nous l'admettons ici sans 
demonstration. 

En se servant du theoreme fondamental de l'algebre, on demontre facilement la 
proposition suivante. 

Theoreme 3. Tout polynome de degre n se decompose en n facteurs 
lineaires de forme x - a et un facteur egal au coefficient de x . 
Demonstration. Soit / (x) un polynome de degre n 

f (x) = Aqx" + A \x" 1 + . . . + A n . 

En vertu du theoreme fondamental de l'algebre, ce polynome a au moins une 
racine ; designons-la par a\. Alors, en vertu du corollaire du theoreme de 
Bezout, nous pouvons ecrire 

f(x) = (x - fli)/i (x), 

ou f (x) est un polynome de degre (n - 1) ; / (x) a egalement une racine. 
Designons-la par a 2 . Alors 

fi (x)= (x - a 2 )f 2 (x), 

oil/ (x) est un polynome de degre in - 2). De meme, 

f 2 ( x)= (. x - affi (x) 

En procedant ainsi le nombre de fois necessaire, on arrive a la relation 

fn - 1 (x)= (x - a„)f„, 

ou f n est un polynome de degre zero, c'est-a-dire une constante. Cette constante 
est egale, evidemment, au coefficient de x", c'est-a-dire/, = A 0 . 

Nous pouvons done ecrire en vertu des egalites obtenues 

/ (x) = A 0 (x - a\) (x-a 2 ) . . .(x- a„). (2) 



En effet si un nombre Xi = a + bi etait la racine de cette equation, on aurait 
l’identite e a+b '; = 0 ou (en vertu de la fonnule d'Euler e a (cos b + i sin b) = 0. 
Mais e a ne peut s'annuler quel que soit l'exposant reel a; de meme, cos b + i sin 
b n'est pas nul (puisque le module de ce nombre est egal a 

-v/cos 2 6 + sin 2 6 = 1 quel que soit b). Par consequent, le produit e a (cos b + i sin 
b) # 0, c'est-a-dire e a+bl ^ 0, ce qui signifie que l’equation e x = 0 n'a pas de 
racines. 
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II decoule de la decomposition (2) que les nombres a\, a 2 , . . ., a n sont les 
racines du polynome / ( x ), puisque le second membre, et par consequent le 
premier membre, est egal a zero lorsqu'on substitue x = a\,x= a 2 , x = a 3 , ..., x 

&n- 

Exemple 3. 

Le polynome / (x) = x 3 - 6x 2 + 1 lx - 6 s'annule pour x = 1 ,x = 2, x = 3 . 

Par consequent, 

x 3 - 6x 2 + 1 lx - 6 = (x - 1 ) (x - 2) (x - 3). 

Aucune autre valeur x = a, differente de a i, a 2 , . . ., a n , ne peut etre une racine 
du polynome / (x), puisque aucun facteur du second membre de l'egalite (2) ne 
s'annule pour x = a. Nous pouvons done enoncer la proposition suivante. 

Tout polynome de degre n ne peut avoir plus de n racines differentes. Ce 
resultat nous conduit a enoncer le theoreme suivant. 

Theoreme 4. Si les valeurs de deux polyndmes cpi (x) et cp 2 (x), de degre n, 
coincident pour n + 1 valeurs differentes a 0 , ai, . . ., a„ de la variable 
independante x, alors ces deux polyndmes sont identiques. 

Demonstration. Designons par / (x) la difference de ces polynomes 

fix) =cpi (x) - (p 2 (x) 

/ (x) est, par hypothese, un polynome de degre non superieur a n qui s'annule 
aux points a\, . . ., a„. Nous pouvons done le mettre sous la fonne 

f{x) =A a ix - a \)ix - a 2 )... (x - a„). 

Mais, toujours d'apres l'hypothese,/ (x) s'annule egalement au point a 0 . Alors,/ 
(a 0 ) = 0 quoique aucun des facteurs lineaires ne s'annule. Par suite, A a = 0, et il 
resulte de l'egalite (2) que le polynome / (x) est identiquement nul. Par 
consequent, (pi (x) - (p 2 (x) = 0 ou cp] (x) = (p 2 (x). 

Theoreme 5. Si le polynome : P (x) = ^4ox" + ^ix"' 1 + . . . + ^4„.ix + A„ est 
identiquement nul, tous ses coefficients sont alors egaux a zero. 

Demonstration. Decomposons ce polynome en facteurs en vertu de la 
fonnule (2) 

P (x) = Aye" + Aix"' 1 + . . . + A„_!X + A„ = A a (x - af) . . . (x - a„). (T) 

Si ce polynome est identiquement nul, il doit l'etre egalement pour une valeur 
de x differente de a u . . ., a„. Dans ce cas, les facteurs x - a\, x - a„ ne 
s'annulent pas et, par consequent, A 0 = 0. 
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On demontre de meme que A x = 0 ,A 2 = 0, etc. 

Theoreme 6. Les coefficients respectifs de deux polyndmes identiquement 
egaux sont egaux. 

Cela resulte du fait que la difference de ces polynomes est un polynome 
identiquement nul. Par consequent, en vertu du theoreme precedent, tous ses 
coefficients sont nuls. 

Exemple 4. Si le polynome ax 3 + bx 2 + cx + d est identiquement egal au 
polynome x 2 - 5x, alors a = 0, b = 1, c = -5, d = 0. 

§ 7 . Racines multiples du polynome 

Si certains facteurs lineaires de la decomposition d'un polynome de degre n 

f(x) = A 0 (x-a ] )(x-a l ) . . . (x-a„) (1) 

sont egaux, on peut alors les grouper et decomposer ce polynome nn facteurs de 
la maniere suivante 

f(x ) =A„(x- af k ' (x - a2) kl . . . (x - a,n) km , (1') 

ou 

k\ + k 2 + • • • + k m = n. 

Dans ce cas on dit que a\ est une racine multiple d'ordre k x et k x s'appelle la 
multiplicity de la racine. On dira de meme que a 2 est une racine multiple d'ordre 
k 2 , etc. 

Exemple. Le polynome/ (x) = x 3 - 5x 2 + 8x - 4 se decompose en facteurs de 
la maniere suivante: 

f{x) = (x-2 )(x- 2) (x - 1). 

Cette decomposition peut se mettre sous la fonne f (x) = (x - 2) 2 (x - 1). a.\ = 2 
est une racine double et a 2 = 1 une racine simple. 

Si le polynome a une racine multiple a d'ordre k 2 nous le considererons comme 
ayant £ racines egales. 

II resulte alors du theoreme relatif a la decomposition d'un polynome en facteurs 
lineaires le theoreme suivant. 

Tout polynome de degre n a exactement n racines ( reelles ou complexes). 
Remarque. Tout ce qui a ete dit au sujet des racines du polynome 

fix) = Aye" + Ape"' 1 +...+ A„ 

est egalement vrai pour les racines de l'equation algebrique 
Aye" + Ape" 1 +...+ A n — 0. 

Demontrons maintenant le theoreme suivant. 
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Theoreme. Si a\ est une racine multiple d'ordre k\> 1 pour le polynome f 
)x), e'est alors une racine d'ordre k\ - 1 pour la deriveef (x) de ce polynome. 

Demonstration. a\ etant une racine multiple d'ordre k\, ou k\ > 1, il vient 
de la formule (4') que 

f(x) = (x-a l ) k 1 cp(x), 

ou cp(x) = (x - a 2 ) kl . . . (x - a m ) hn ne s'annule pas au point x = a u e'est-a-dire y 
(ai) # 0. En derivant nous avons 



Posons 

Alors 

ou 



/ (x) = k\ (x- ai) k> 1 (p (x) + (x- af) k ' tp’ (x) = 
(x - ai) * 1_1 [Aq cp(x) + (x - a i) cp' (x)]. 

»|/(x) = k\ (p (x) + (x - a i) <p’ (x). 

/ (x) = (x-al) AW V|/(X) 

\p iaf - ki cp iaf) + {a-i - a x ) <p' (a/ = ky p (a,) ^ 0, 



e'est-a-dire que x = a t est une racine d'ordre k x - 1 du polynome/ (x). On voit 
immediatement, d'apres la demonstration, que si k\ = 1, a\ n'est pas une racine 
pour la derivee/ (x). 



II resulte de ce theoreme que a t est une racine d'ordre k\ — 2 pour la derivee /' 
(x), une racine d'ordre k\ - 3 pour la derivee f" (x), . . . et, enfin, une racine 
d'ordre 1 (une racine simple) pour la derivee f k '~ x > (x); a i n'est pas une racine 
pour la derivee f k ' (x), en d' autres tennes, 



/(Or) = o,/ (Oi) = 0,/- (a,) = 0, . . > ( fll ) = 0, 

mais 

/*(fli)*0. 



§ 8. Decomposition en facteurs d'un polynome dans le 
cas des racines complexes 

Les racines a h a 2 , . . ., a„, de la formule (1) du § 7, eh. VII, peuvent etre soit 
reelles, soit complexes. En pareil cas, on peut enoncer le theoreme suivant. 
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T h e o r e m e . Si a + ib est une racine complexe du polyndme f (x) a 
coefficients reels, ce polyndme a egalement pour racine le nombre conjugue a - 
ib. 

Demonstration. Si nous substituons a la variable x du polyndme / (x) le 
nombre a + ib, nous trouvons, apres avoir effectue les operations 
correspondantes et groupe separement les coefficients de i et ceux qui ne 
contiennent pas i, que 

f(a + ib) = M + iN, 

oil Met N sont des expressions qui ne contiennent pas i. 
a + ib etant une racine du polynome, nous avons 



f[a+ib)=M+iN=Q, 



M= 0, jV=0. 

Substituons maintenant a la variable x du polyndme le nombre a - ib. Nous 
trouvons alors, apres avoir effectue les operations correspondantes (en vertu de 
la remarque 3 faite a la fin du § 2 du present chapitre), le nombre conjugue de 
M+ iN; en d'autres termes, 

f(a- ib) = M- iN. 



Mais comme M = 0 et N = 0, nous voyons que f(a-ib) = 0, ce qui exprime bien 
que a - ib est une racine du polyndme. 

Par consequent, les racines complexes entrent dans la decomposition du 
polyndme 



/ (x) = Ao (x - afi (x - a 2 ) ■ ■ ■ (x - a„) 



par paires conjuguees. 

En multipliant entre eux les facteurs lineaires correspondant au couple de 
racines complexes conjuguees, nous obtenons un trinome du second degre a 
coefficients reels 

[.v - (a + ib)] [x - (a - ib)] = [(x - a) - ib] [(x - a) + ib] 

= (x - a) 2 + b 2 = x 2 - lax + a 2 + b 2 = x 2 + px + q, 

ou p = -la et q = a 2 + b 2 sont des nombres reels. 

Si le nombre a + ib est une racine multiple d'ordre k, le nombre conjugue a - ib 
est aussi une racine multiple d'ordre k , de sorte que dans la decomposition d'un 
polyndme en facteurs entrent autant de factenrs lineaires x - (a + ib) que de 
facteurs lineaires x - (a - ib). 



Par consequent, tout polyndme a coefficients reels pent etre decompose era 
facteurs a coefficients reels du premier et du second degre de multiplicity 
correspondante, c'est-a-dire 

f(x) = A 0 (x-a l ) k '(x-a l ) kl ...{x~a x ) K (x 2 +p x x + q l ) 1 ' ...(x 2 + p s x + q s ) ! * 



§ 9. Interpolation. Formule d'interpolation de Lagrange 



Fig. 165 



Supposons qu'en etudiant un certain phenomene, on ait demontre l'existence 
d'une dependance fonctionnelle entre des grandeurs x et y exprimant l'aspect 
quantitatif de ce phenomene; la fonction y = <p (x) n'est pas connue, mais y on a 

etabli en procedant a une serie 
y a d'experiences que la fonction y = ( p (x) 

y-iplxhr prend respectivement les valeurs y 0 , y u 

I y 2 , . ■ ., yn quand on donne a la variable 

/\ / independante les valeurs x 0 , X\, x 2 , . . ., 

\ x„ appartenant au segment [a, dj.Le 

I [ ^ I V-/ ' probleme qui se pose est de trouver une 

\y o y t [ \y„ fonction aussi simple que possible (un 

> — i- — 4 — A— i— j ► polyndme par exemple), qui soit 

0 1 n l'expression exacte ou approchee de la 

fonction inconnue y = (p (x) sur le 
segment [a, b], D'une maniere plus 
generale le probleme peut etre pose comme suit : la valeur de la fonction y = ( p 
(x) est donnee en n + 1 points differents x 0 , X\, . . ., x„ du segment [a, b ]: 

V 0 = <P( x 0 ), y i = <p (xi), . . ., y„ = (p (x„) 

on demande de trouver un p o 1 y n o m e P (x) de degre < n exprimant d'une 
maniere approchee la fonction (p (x). 

II est tout naturel de choisir le polyndme de maniere qu'il prenne aux points x 0 , 
Xi,x 2 , . . .,x„ les valeurs y 0 , yi, y 2 , . . .,y„ de la fonction <p (x) (fig. 165). Dans ce 
cas, le probleme que nous avons pose et qui s'appelle « probleme 
d'interpolation de la fonction » peut etre formule de la maniere suivante : 
trouver pour une fonction donnee (p (x) un polyndme P (x) de degre < n qui 
prenne aux points x 0 , X\, . . ., x„ les valeurs 

y 0 = cp (x 0 ), y x = (p (xi), . . ., y„ = tp (x„) 



A cette fin, choisissons un polyndme de degre n de la forme 
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P (x) = Co (X — X]) (x - x 2 ) . . . (x - x„) + 

Cl (x - x 0 ) (x - x 2 ) . . . (x - x„) + 

C 2 (x - Xo )(x - Xi)(x - x 3 ). . .(x - x„) +....+ 

C„(x-x 0 )(x-x 1 )...(x-x B . 1 ) (1) 

et determinons les coefficients C 0 , Ci, . . C„ de maniere que soient verifiees 
les conditions 

P (Xo) = Vo, P (xi) =yi,...,P (x„) = y„. (2) 



Faisons dans la formule (1) x = x 0 ; alors, en vertu des egalites (2), nous avons 
Vo = C 0 (x 0 - Xi) (x 0 - x 2 ) . . . (x 0 - x„), 

d'ou 

c = yo 

(x 0 -XjXxq -X 2 )(x 0 — X n ) 

Faisons ensuite x = x 1; nous avons: 

Vl = Cl (X! -x 0 ) (xi -x 2 ) . . . (xi -x„), 

d' ou 



(Xj -x 0 )(x, -X 2 )(X! -x„) 

En procedant de cette maniere, nous trouvons successivement 



L2 


-x 0 )(x 2 — X[ )(x 2 -x 3 ). 


,.(x 2 -x„) ’ 


y n 




x 0 )(x„ -x x )(x n — x 3 ) . . 


• — X n - 1 ) 



En substituant les valeurs ainsi trouvees des coefficients dans la formule (1), 
nous avons 

D , , (x-x 1 )(x-x 2 )...(x-x„) 

P(x) = v 0 + 

(x 0 — Xi )(x 0 -x 2 )...(x 0 -x„) 

(x-x 0 )(x-x 2 )...(x-x„) 

v t +...+ (3) 

(Xi -XflXX! — X 2 ) . . . (Xj -x„) 

(x — x 0 )(x — x t ) . . . (x X„_i ) 

(X n -x 0 Xx„ -x x )...{x n -X,,.])' " 

Cette fonnule est appelee formule ci 'interpolation de Lagrange. 



Indiquons, sans donner de demonstration, que si (p (x) a une derivee d'ordre (n + 
1) sur le segment [a, b ], l’erreur commise en remplaqant la fonction cp (x) par le 
polynome P (x), c'est-a-dire la quantite R (x) = <p (x) - P (x), verifie l'inegalite 
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| R (x)| < | (x - x 0 ) (x -Xi) . . . (x -x„) | x 1 max | <p ,n+1) (x) |. 

(n +1)! 

Remarque. II resulte du theoreme 4, § 6, ch. VII que le polynome trouve P 
(x) est le seul polynome qui satisfasse aux conditions du probleme pose. 

Notons qu'il exis a egalement d'autres fonnules d'interpolation. L'une d'entre 
elles, la fonnule de Newton, est consideree dans le § 10. 

Exemple. Les resultats d'une experience nous ont foumi les valeurs de la 
fonction y = cp (x) : y 0 = 3, Vi = -5, _v 2 = 4 correspondant aux valeurs 1 , 2, -4 de la 
variable independante x. 

Exprimer la fonction y = cp (x) d'une maniere approchee par un polynome du 
second degre. 



S o 1 u t i o n. En vertu de la formule (3), nous avons (pour n = 2) 

(x - 2)(x + 4) (x - l)(x + 4) (x-l)(x + 2) 

(1 — 2)(1 + 4) (2 — 1)(2 + 4) (-4-1X-2-4) 



OU 



P(x) 



39 2 


123 


252 

v -1 


X 

30 


'lo” 


Ji 1 

30 



§ 10. Formule d'interpolation de Newton 



Supposons que soient connues (n + 1) valeurs yo, vl, . . -,yn de la fonction cp (x) 
pour les ( n + 1) valeurs de la variable independante x 0 , Xi, . . ., x„. La difference 
entre les valeurs consecutives de la variable independante est supposee 
constante. Designons-la par h. Nous pouvons ainsi dresser le tableau suivant des 
valeurs de la fonction inconnue y = cp (x) pour les valeurs correspondantes de la 
variable independante. 



X 


X 0 


X\= x 0 +h 


x 2 = x 0 +2/? 




x n = x 0 +nh 


y 


Vo 


y i 


V 2 




yn 



Fonnons un polynome de degre non superieur a n qui prend les valeurs 
correspondantes de y pour les valeurs correspondantes de x. Ce polynome 
representera approximativement la fonction cp (x). 

Introduisons au prealable les notations: 

Ay 0 =y 1 -y 0 , Ayi =y 2 -yi, Ay 2 =y 3 -y 2 , . . ., 

A2 y 0 = yi - 2 yi +y 0 = Ay, - Ay 0 , A 2 y! = A y 2 - Ay,,..., 
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A 3 y 0 =y 3 - 3^2 + 3yi -y 0 = A 2 y, - A 2 y 0 ,..., 

AVo = A^Vi-A’^o 



Ce sont ce qu'on appelle les differences du l er , 2 e , . . «- leme ordre. 

Ecrivons le polynome prenant les valeurs y 0 , Vi respectivement pour x 0 , x,. Ce 
sera un polynome du l er degre 



P \{x) = y 0 +Ay 0 . (1) 

n 



En effet, 



= - v 0’ P i (x) L«, =- v o +Ay 0 ^ = y 0 +(.vi -y 0 ) = y 1 

Ecrivons le polynome prenant les valeurs y„, y i, y 2 respectivement pour x„, x h 
x 2 . Ce sera un polynome du 2 e degre 



p i (*) = y o + Ay 0 — — + 



x-x 0 A~v 0 x-x 0 f x-x 0 



h 2! h h 



-1 ( 2 ) 



En effet, 



p 2(*)U 0 =- y i 



p i( x )\ x=x = Vo+Ay 0 -2 + 



Ay 0 2 h ( 2 h 



2! h 1 h 



-1 = v 2 



Le polynome du troisieme degre sera de la fonne 

x-x 0 A 2 y 0 x-x 0 ( x-x 0 
P.W-v.+i,,— + — — — 



A _v 0 x-x 0 i x-x 0 Yx—x, 



3! h \ h 



Enfin le polynome du n-ieme degre adoptant les valeurs y 0 , y h y 2 , ■ ■ y n 
respectivement pour x 0 , X\, x 2 , . . x„ sera de la fonne: 



x-x 0 A“y 0 x-x 0 f x-x i 



P„(x) = v 0 +Av 0 ^ + 1L — - 

0 ' 0 h 2! h { h 

t A” y o x-x 0 ( x-x 0 ^ x-x 0 

»! h h h 



ce dont on peut se convaincre par substitution directe. C'est la ce qu'on appelle 
la fonnule d' interpolation ou le polynome d’ interpolation de Newton. 
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En fait, pour ce tableau le polynome de Lagrange et le polynome de Newton 
sont identiques, bien que differemment ecrits, car le polynome du degre non 
superieur a n, prenant (n + 1) valeurs donnees pour les (n + 1) valeurs donnees 
de x, est detennine univoquement. 

Dans de nombreux cas le polynome d'interpolation de Newton est plus 
commode que le polynome d'interpolation de Lagrange. La particularite de ce 
polynome reside dans le fait qu'en passant du polynome du k-ieme degre au 
polynome du ( k + l)-ieme degre les (k + 1) premiers termes ne sont pas 
modifies; seul un nouveau tenne vient s'aj outer qui est egal a zero pour toutes 
les valeurs precedentes de la variable independante. 

Remarque. D'apres les formules d'interpolation de Lagrange [cf. formule 
(3), § 9] et de Newton [fonnule (4)] les valeurs de la fonction sont determinees 
sur l'intervalle x 0 < x < x„. Si l'on detennine d'apres ces formules la valeur de la 
fonction pour x < x 0 (on peut le faire pour de faibles valeurs de | x - x a |), on dit 
alors que l'on effectue une extrapolation du tableau dans le passe. Si l'on 
determine la valeur de la fonction pour x„, < x, on dit que l'on effectue une 
extrapolation du tableau dans lefutur. 



§11. Derivation numerique 



Supposons que les valeurs d'une certaine fonction inconnue cp (x) sont donnees 
dans le tableau, que nous avons considere au debut du § 10. On demande de 
determiner la valeur approchee de la derivee de cette fonction. Le probleme se 
resout ainsi. On construit le polynome d' interpolation de Lagrange ou de 
Newton et on trouve la derivee de ce polynome. 

Comme on considere habituellement des tables dressees pour des differences 
egales entre les valeurs voisines de l’argument, nous utiliserons la formule 
d'interpolation de Newton. Soient donnees trois valeurs de la fonction y„, y h y 2 
pour les valeurs x 0 , X\, x 2 de l'argument. Nous ecrivons alors le polynome (2) § 
10 et nous le derivons. Nous obtenons la valeur approchee de la derivee de la 
fonction sur le segment x 0 < x < x 2 



(p'(xo) ~ P 2 (x) = 



Av 0 

h 



A 2 v 0 
2 h 




(1) 



Pour x = x 0 nous obtenons 
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(p'(^o)~ P 2( x o) = 



Av 0 

h 



a2 .Vq 
2 h 



( 2 ) 



Si nous considerons un polynome du troisieme ordre (cf. (3)10), nous aurons 
apres derivation pour sa derivee l'expression: 





En particulier, pour x = x 0 nous obtenons 



(p'(x 0 )~P 3 '(x) = 



Af 0 a 2 Fo , a 3 .v 0 



Si nous utilisons la formule (4) § 10, nous obtiendrons pour l'expression 
approchee de la derivee au point x = x 0 



<P \x 0 )«P' n {x) = 



a 3 Fo a Vo 



Notons que pour les fonctions possedant une derivee, la difference A y 0 est un 
infiniment petit du premier ordre, A 2 v 0 un infiniment petit du second ordre, A 3 v 0 
un infiniment petit du troisieme ordre, etc., par rapport a h. 



§ 12. Meilleure approximation d'une fonction par 
despolynomes. Theorie de Tchebychev 

Le probleme considere dans les paragraphes 9 et 10 nous conduit tout 
naturellement a nous poser la question suivante : soit une fonction continue (p 
(x) definie sur le segment [a, b\ Peut-on approcher cette fonction a l'aide d'un 
polynome P (x) avec un degre de precision arbitrairement 
donne au prealable? En d'autres tennes, peut-on trouver un polynome P (x) 
tel que la difference en valeur absolue entre <p (x) et P (x) soit inferieure en 
chaque point du segment [a, b\ a un nombre arbitraire donne e > 0? 
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Le theoreme suivant, que nous enonqons sans donner de demonstration, 
repond par l'affirmative ) a cette question. 



Theoreme de Weierstrass.<S7/a fonction cp(x) est continue sur le 
segment [a, b], alors pour tout e > 0 il existe un. polynome P (x) tel qu'en 
chaque point de ce segment I'inegalite 

I <PM - P(x) | < £ 

est satisfaite. 

Le celebre mathematicien sovietique S. Bernstein a indique une methode 
rationnelle pour construire des polynomes sensiblement egaux a la fonction 
continue donnee sur le segment considere. 

Supposons que la fonction cp (x) soit continue sur le segment [0, 1], Formons 
l'expression: 



s„(x)=y<p - \cfx m (\- x y- m . 



Dans cette expression Cf sont les coefficients du binome de Newton et cp ( — ) 

n 



m 

la valeur de la fonction donnee au point x = — . L'expression B n (x) est un 

n 

polynome de degre n; on l'appelle polynome de Bernstein. 

Pour tout nombre arbitrairement petit g > 0, on peut toujours trouver un 
polynome de Bernstein de degre tel que soit verifiee I'inegalite 



| B„ (x) - cp (x) | < e 
en tous points du segment [0, 1]. 

Remarquons que le choix du segment [0, 1] ne restreint pas la generalite, car on 
peut toujours ramener un segment quelconque [a, b] au segment [0, 1] a l'aide 
du changement de variable x = a + t (b - a). Cette transformation conserve le 
degre du polynome. 



C'est au celebre mathematicien russe P. Tchebychev (1821-1894), l'un des 
representants les plus eminents de la pensee mathematique, qu'appartient le 
merite d'avoir elabore la theorie de la meilleure approximation des fonctions a 
l'aide de polynomes. II lui appartient, dans ce domaine des mathematiques, des 



Remarquons que le polynome d'interpolation de Lagrange (voir (3), § 9) ne 
permet pas de repondre a la question posee. Aux points x 0 , Xi, . . ., x„ les valeurs 
de ce polynome sont effectivement egales aux valeurs correspondantes de la 
fonction, mais, en tout autre point du segment [a, b], ces valeurs peuvent 
differer notablement. 
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resultats fondamentaux qui ont ouvert la voie aux travaux ulterieurs de ses 
nombreux continuateurs. 

Le point de depart de cette theorie de Tchebychev fut son memoire sur la 
theorie des mecanismes articules. C'est justement l'etude de ces mecanismes qui 
le conduisit a rechercher panni tous les polynomes d'un degre n donne, dont le 
coefficient de x" est egal a un, celui qui differe le moins de zero sur le segment 
donne. Le grand mathematicien parvint a resoudre ce probleme, et les 
polynomes trouves furent nommes par la suite polynomes de Tchebychev. Ces 
polynomes ont de nombreuses proprietes remarquables et constituent a l'heure 
actuelle un puissant moyen d'investigation dans de nombreux problemes 
mathematiques et techniques. 

Exercices 

1 . Calculer (3 + 5i ) (4 - i ) .Rep. 17+1 li. 

2. Calculer (6 + 1 1/ ) (7 + 3/). Rep. 9 + 95/. 

3. Calculer — — — . Rep. — - — / 

4 + 5/ 41 41 

4. Calculer (4 - 7/ ) 3 . Rep. -524 + 7/. 

5. Calculer. 4i Rep. ± — JiJ- . 

V2 

6. Calculer V— 5 — 12/ . Rep. ± (2 - 3/). 

7. Mettre sous forme trigonometrique les expressions 

a) 1 + /. Rep. -Jl ( cos — + / sin — ) . 

4 4 

, . , . rz , 7 ji . . In . 

b) 1-;. Rep. V 2 ( cos — + i sin — ). 

4 4 

8. Trouver Ifi . Rep. i + ; - / ; - — — 

2 2 

9. Exprimer les expressions suivantes en fonction des puissances de sin x et 
cos x : sin 2x, cos 2x, sin 4x, cos 4x, sin 5x, cos 5x. 

10. Exprimer en fonction des sinus et cosinus des arcs multiples les 
expressions: cos2 x, cos 3 x, cos 4 x, cos 5 x, cos 6 x ; sin 2 x, sin 3 x, sin 4 x, sin 5 
x. 

1 1 . Diviser/ (x) = x 3 - 4x 2 + 8x - 1 par x + 4. Rep. / (x) = (x + 4) x (x 2 - 
8x + 40) - 161, c'est-a-dire quotient : x 2 - 8x + 40 ; reste/(-4)=-161. 

12. Diviser f (x) = x 4 + 12x 3 + 54x 2 + 108x + 81 par x + 3. Rep. / (x) = (x + 
3) (x 3 -9x 2 + 27x + 27). 

13. Diviser/(x) =x7 - 1 par x - 1 . Rep./(x) = (x - 1) (x 6 + x 5 + x 4 +x 3 + x 2 + x 
+ 1 ) • 

Decomposer en facteurs les polynomes suivants 
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Chapitre VIII FONCTIONS DE PLUSIEURS 
VARIABLES 

§ 1. Definition des fonctions de plusieurs variables 

En etudiant les fonctions d'une seule variable nous avons remarque que 
l'analyse de nombreux phenomenes necessite l'emploi des fonctions de deux ou 
plusieurs variables independantes. Citons quelques exemples. 

Exemple 1 . L'aire S d'un rectangle de cotes x et y est donnee par la formule 
bien connue 

S = xy. 

A chaque couple des valeurs de x et y correspond une valeur bien determinee de 
la surface S. S est done une fonction de deux variables. 

Exemple 2. Le volume V d'un parallelepipede rectangle, dont la longueur 
des aretes est respectivement x, y, z, est donne par la formule 

V= xyz. 

Ici V est une fonction de trois variables x, y, z. 

Exemple 3 . La portee R d'un projectile lance a la vitesse initiale v c sous un 
angle (p avec l'horizon est donnee par la formule 

R = Vp sin 2<p 
g 

(si l'on neglige la resistance de Fair), g designe ici l'acceleration de la pesanteur. 
A chaque couple de valeurs v 0 et cp correspond une valeur bien determinee de R , 
en d'autres tennes, R est une fonction de deux variables v 0 et <p. 

Exemple 4. 

x 2 + y 2 + z 2 + t 2 

est ici une fonction de quatre variables x, y, z , t. 

Definition l.Sia chaque couple ( x , y) de valeurs de deux variables x et y, 
independantes, prises dans un certain domaine de definition D correspond une 
valeur bien determinee de la variable z, on dit que z est une fonction de deux 
variables independantes x et v definie dans le domaine D. 

On designe une fonction de deux variables par la notation 




z =f(x, v) ou z = F (x, y), etc. 
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Une fonction de deux variables peut etre exprimee soit a l'aide de tables, soit 
analytiquement, a l'aide d'une formule comme nous l'avons fait dans les quatre 
exemples cites ci-dessus. La formule permet de dresser le tableau des valeurs 
que prend la fonction pour chaque couple de valeurs des variables 
independantes. Par exemple, on peut former le tableau a double entree suivant 
dans le cas du premier exemple: 



y x 


0 


1 


1,5 


2 3 


i 


0 


1 


1,5 


2 3 


2 


0 


2 


3 


4 6 


3 


0 


3 


4,5 


6 9 


4 


0 


4 


6 


8 12 



Dans ce tableau on trouve la valeur de la fonction S a l'intersection de la ligne et 
de la colonne correspondant aux valeurs choisies de x et de y. 

Si la dependance fonctionnelle z = / (x, y) a ete etablie a la suite de mesures 
effectuees sur la variable z au cours de l'etude experimentale d'un phenomene 
quelconque, on obtient alors un tableau a double entree defmissant z en fonction 
des deux variables x et y. Dans ce cas, la fonction est donnee uniquement par un 
tableau. 

La fonction de deux variables, de meme que la fonction d'une seule variable, 
peut ne pas etre definie pour toutes les valeurs arbitraires des variables 
independantes x et v. 

Definition 2. On appelle domaine de definition ou domaine d'existence de 
la fonction 

z=f(x,y) 

l'ensemble des couples (x, y) des valeurs de x et de y pour lesquelles cette 
fonction est definie. 

Le domaine d'existence d'une fonction de deux variables peut etre 
geometriquement interpret^ comme suit : si l'on represente chaque couple des 
valeurs x et y par un point M (x, y) du plan Oxy, le domaine de definition de la 
fonction sera represente par un ensemble de points de ce plan. Nous appellerons 
cet ensemble de points domaine de definition de la fonction. En particulier, ce 
domaine peut occuper le plan Oxy tout entier. Par la suite, les domaines de 
definition, que nous aurons a considered seront constitues par des parties du 
plan delimitees par certaines courbes. La courbe qui delimite le 
domaine de definition est appelee frontiere de ce domaine. Les points du 
domaine qui n'appartiennent pas a la frontiere sont appeles points interieurs du 
domaine. Tout domaine constitue de points interieurs s'appelle domaine ouvert. 

Un domaine complete de sa frontiere est dit domaine ferine. Le domaine est dit 
borne s'il existe une constante C telle que la distance M de tout point de ce 





domaine a l'origine des coordonnees O est inferieure a C, autrement dit, 
\OM\ < C. 

Exemple 5. Determiner le domaine naturel de definition de la fonction 

z = 2x — y . 

L'expression analytique 2 x—y est definie pour toutes les valeurs arbitraires de x 
et de y. Par consequent, le domaine naturel de definition de cette fonction 
coincide avec le plan Oxv entier. 

Exemple 6. z = yj 1 -x 2 -y 2 

Pour que z soit reel il faut que le radical soit un nombre non negatif ou, en 
d'autres tennes, que x et y verifient les inegalites 

1 - x 2 - y 2 > 0 ou, x 2 + y 2 1 . 

L'ensemble des points M (x, y), dont les y 

coordonnees verifient cette inegalite, est la partie v s/m// 

du plan delimitee par le cercle de rayon 1 et de 
centre a l'origine des coordonnees (plus 
exactement l'interieur de ce cercle et sa 

Exemple 7. z = Log(x+.v). 

Les logarithmes n'etant definis que pour les 0 x: 

nombres positifs, on doit avoir necessairement 'S/wmW 

l’inegalite 

x t >■ > 0 ou y > -x. 

Fig. 166 

Le domaine naturel de definition de cette fonction est, par consequent, le demi- 
plan situe au-dessus de la droite y = -x (les points de la droite n'appartiennent 
pas au domaine) (fig. 166). 

Exemple 8. La surface S d'un triangle est une fonction de la base x et de la 
hauteur y 

s = w. 

2 

Le domaine de definition de cette fonction est evidemment le domaine x > 0, y 
> 0 (il est clair que la base et la hauteur ne peuvent etre exprimees que par des 
nombres strictement positifs). 

Notons que le domaine de definition de la fonction consideree ne s'identifie pas 
au domaine naturel de definition de l'expression analytique qui la definit, le 



domaine naturel de definition de l'expression — occupant evidemment le plan 



Oxy tout entier. 

On peut aisement etendre la definition d'une fonction de deux variables reelles 
independantes au cas de trois et plus variables independantes. 

Definition 3. Si a tout systeme ordonne de valeurs des variables x, y, z, . . ., 
u, t correspond une valeur bien determinee de la variable w, on dit que w est une 
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fonction des variables independantes x, y, z, . . u, t et on note w = F (x, y, 
z, . . ., u, t) ou w =f(x,v, z, . . ., u, t), etc. 

On definit le domaine de definition d'une fonction de trois, quatre ou d'un 
nombre quelconque de variables de la meme fapon que dans le cas d'une 
fonction de deux variables. 

Ainsi, le domaine de definition d'une fonction de trois variables est un ensemble 
de systemes ordonnes des valeurs (x, y, z). Notons immediatement que tout 
systeme ordonne de trois nombres definit un point M- (x, y, z) de l'espace Oxyz. 
Il en resulte que le domaine de definition d'une fonction de trois variables est un 
certain ensemble de points de l'espace. 

On peut definir de meme le domaine de definition d'une fonction de quatre 
variables independantes u = f (x, y, z, t), comme un certain ensemble de 
systemes ordonnes des quatre valeurs (x, y, z, t ). Toutefois, il n'est pas possible 
dans ce cas, ainsi que dans le cas d'un nombre plus grand de variables 
independantes, de donner une interpretation geometrique simple du domaine de 
definition. 

La fonction consideree dans l'exemple 2 est une fonction de trois variables 
independantes definie pour toutes les valeurs de x, y, z. 

La fonction consideree dans l'exemple quatre est une fonction de quatre 
variables independantes. 



Exemple 9. 



w = fl-x 2 - y 2 - z 2 -u 2 



w est ici une fonction de quatre variables independantes x, y, z, u ; elle est 
definie pour les valeurs des variables independantes verifiant l'inegalite 

1 - x 2 - y 2 - z 2 - u 2 0. 



§ 2. Representation geometrique d'une fonction de deux 
variables 



Soit z =/ (x, y) (1) 

une fonction definie dans un domaine G du plan Oxy (ce domaine peut occuper, 
en particulier, le plan tout entier) et soit Oxyz un systeme de coordonnees 
cartesiennes dans l'espace (fig. 167). En chaque point (x, y) du domaine G 
elevons une perpendiculaire au plan Oxy sur laquelle nous portons un segment 
egal a la valeur de / {x, y) 

Nous obtenons alors un point P de l'espace dont les coordonnees sont 

x,y,z=f(x,y) 

Le lieu geometrique de tous les points P, dont les coordonnees verifient 
l'equation (1), est appele le graphique de la fonction de deux variables. On sait, 
du cours de geometrie analytique, que l'equation (1) definit une surface dans 
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l'espace. Le graphique dune fonction de deux variables est done une surface 
dont la projection dans le plan Oxy est le domaine de definition de cette 
fonction. Chaque perpendiculaire au plan Oxy coupe la surface z =/ (x, v) au 
plus en un seul point. 




Fig. 167 Fig. 168 



Exemple. On sait, du cours de geometrie analytique, que le graphique de la 
fonction z = x 2 + y 2 est un parabololde de revolution (fig. 168). 

Remarque. II n'est pas possible de representer geometriquement dans 
l'espace le graphique d'une fonction de trois ou d'un nombre plus eleve de 
variables independantes. 

§ 3. Accroissement partiel et accroissement total de la 
fonction 

Considerons la courbe PS definie par l'intersection de la surface 

z=f(x,y) 

avec le plan y = const parallele au plan Oxz (fig. 169). 

y etant constant en tout point de ce plan, z variera le long de la courbe PS en 
fonction de x seulement. Donnons a la variable independante x un 
accroissement Ax ; l'accroissement correspondent de z est alors, appele 
accroissement partiel de z par rapport a x; il est note par A x z (le segment SS' de 
la figure 169) et defini par la relation 

A r z =f(x + Ax, y) -f(x, y) . (1) 

De meme, si x est constant et que l'on donne a y un accroissement Ay, 
l'accroissement correspondant de z est appele alors accroissement partiel de z 
par rapport dye t note A v z (le segment TV de la figure 169) 



A y z=f(x,y + \y)-f(x,y). 



( 2 ) 
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La fonction reqoit done l'accroissement A y z « le long de la courbe » definie par 
l'intersection de la surface z =/ (x, y) et du plan x = const, parallele au plan Oyz. 
Si maintenant on donne simultanement un accroissement Ax a la variable 
independante x et un accroissement Av a la variable independante y, 
l'accroissement correspondant Az de z qui en resul tera est appele accroissement 
total de la fonction z; l'accroissement total est defini par la formule 
Az =f(x + A x,y + Ay) -fix, y) . 

L'accroissement Az est 
represente par le segment 
QQ’ de la figure 169. 

Notons qu'en general 
l'accroissement total n'est pas 
egal a la somme des 
accroissements partiels 
Az ^ A x z + A,, z. 

Exemple. z = xy, 

A y z = (x + Ax) y -xy = yAx 
A y z = x (x + Ax) - xy = xAx, 
Az = (x + Ax) (v + Av) - xy = 
yAx + xAv + AxAv. 

Pourx = l,y = 2, 

Ax = 0,2, Av = 0,3, on a A x z = 0,4, A yz = 0,3, Az = 0,76. 

On definit d'une maniere analogue l'accroissement total et les accroissements 
partiels des fonctions d'un nombre quelconque de variables. On aura par 
exemple pour une fonction de trois variables independantes u =f (x, y, t) 

A r u =/(x + Ax, y, t) -f(x, y, t). 

Ay u =/(x, y + Ay, /) -f(x, y, t ), 

A, u =f(x, y, t + At) -fix, y, t), 

Au =f (x + Ax, y + Ay, t + At) -f (x, y, t). 
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§ 4. Continuite des fonctions de plusieurs variables 

Introduisons tout d'abord la notion importante de voisinage d'un point donne. 
On appelle voisinage du point M 0 ( x 0 , y 0 ) de rayon r l'ensemble de tous les 

points (x, y ) qui satisfont a l’inegalite -J(x-x Q ) 2 +(y~y 0 ) 2 < r , c'est-a-dire 

l'ensemble de tous les points situes a 
l'interieur du cercle de rayon r et de centre au 
point M„ (x 0 , Vo)* 

Par la suite, quand nous dirons que la 
fonction f (x, y) a une certaine propriety au 
voisinage du point M„ ( x 0 , y 0 ) », cela 

signifiera qu'il existe un cercle de centre au 
point M 0 (x 0 , y 0 ) tous les points duquel la 
propriety donnee de la fonction est verifiee. 

Avant de passer a l'etude de la continuite des 
fonctions de plusieurs variables, arretons- 
nous a la notion de limite des fonctions de 
plusieurs variables ). Soit donnee 

Fig. 170 
z=f(x,y) 

une fonction defmie dans un certain domaine G du plan Oxy. Considerons un 
certain point M 0 (x 0 , v 0 ) situe a l'interieur ou sur la frontiere du domaine G (fig. 
170). 

Definition 1. On dit que le nombre A est la limite de la fonction / (x, y) 
quand le point M (x, y) tend vers le point M 0 ( x 0 , y 0 ) si pour tout, e > 0 il existe 
un nombre r > 0 tel que pour tous les points M (x, y) veriflant l'inegalite MM o 
< r, l'inegalite | f{x, y) - A | < s est satisfaite. 

Si le nombre A est la limite de la fonction / (x, y) quand M (x, y) — > M 0 (x 0 , y 0 ), 
on note lim / (x, y) = A 

x—>0 

y^>yo 

Definition 2. Soit M 0 ( x 0 , y 0 ) un point appartenant au domaine de definition 
de la fonction / (x, y). On dit que la fonction z =/ (x, y) est continue au point M 0 
(x 0 , y 0 ) si l'egalite 

lim f(x,y) = f(x 0 ,y 0 )( 1) 

x — ^0 



En fait, nous n'etudierons que les fonctions de deux variables, car l'etude des 
fonctions de trois ou d'un nombre plus eleve de variables n'apporte aucun 
element nouveau, mais entraine des difficultes complementaires d'ordre 
technique. 




est verifiee quand le point M (x, y) tend arbitrairement (tout en restant a 
l'interieur du domaine de definition) vers le point M 0 ( x 0 , y 0 )• 

Posons x = x 0 + Ax, y = y 0 + Ay. L'egalite ( 1 ) peut alors s’ecrire 
lim f(x 0 + Ax, y 0 + Ay) = f(x 0 , y 0 ) (1 ’) 

Ax— >0 
Ay— >0 

OU 

lim [f (x 0 + Ax, y o + Ay) - /(x 0 , y 0 )] = 0 ( 1 ”) 

Ajc^O 
Ay— >0 

Posons Ap = -\j(Ax) 2 +(Ay) 2 (voir fig. 1 69). Quand Ax — > 0 et Ay -» 0, Ap — > 
0 et, inversement, si Ap — > 0, alors Ax — > 0 et Ay —> 0. 

L'expression entre crochets dans l'egalite (1") n'est autre que l’accroissement 
total Az de la fonction z. Par consequent, l'egalite (1") peut etre mise sous la 
forme 

lim Az = 0 . (1'") 

Ap-»0 

Une fonction continue en chaque point d'un certain domaine est dite continue 
dans ce domaine. 

Si la condition (1) n'est pas remplie en un certain point N (x 0 , y 0 ), ce point est 
appele point de discontinuite de la fonction z = / (x, y). Citons quelques 
exemples ou la condition (1') n'a pas lieu 

1) z = fix, y) est defmie en chaque point d'un certain voisinage du point N (x 0 , 
y 0 ), mais n'est pas definie en ce point ; 

2) la fonction z =/ (x, y) est definie en chaque point d'un voisinage du point N 
(x 0 , Vo), mais la limite lim / (x, y) n'existe pas ; 

X— »X 0 

3) la fonction est definie en chaque point du voisinage de N (x 0 , y 0 ), la limite 
lim / (x, y) existe, mais 

x->x 0 

y ^yo 

lim f(x, y)^/(x 0 ,y 0 ). 

x— »X q 

Exemple 1 . La fonction z = x 2 + y 2 est continue pour toutes les valeurs de x 
et y, c'est-a-dire en chaque point du plan Oxy. 

En effet, quels que soient les nombres x, y, Ax et Ay, on a: 

Az = [(x + Ax) 2 + (v + Ay) 2 ] - (x 2 +y 2 ) = 2x Ax + 2v Ay + Ax 2 + Ax 2 . 



Par consequent. 



lim Az = 0 

Ax— >0 
Aj^-0 



Citons maintenant un exemple de fonction discontinue. 
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E x e m p 1 e 2. La fonction 




est definie partout, sauf au point x = 0, y = 0 (fig. 171, 172). 

Considerons les valeurs que prend z aux points situes sur la droite y = kx 
(k = const). II est evident que pour tous les points de cette droite 



2 faC 

x 2 + k 2 y 2 



2k 

— = const, 

1 + k 2 



en d'autres tennes, sur chaque droite passant par l'origine la fonction z a une 
valeur constante, mais qui depend du coefficient angulaire k de cette droite. 




Fig. 171 Fig. 172 

C'est pourquoi la valeur limite de la fonction z depend du chemin parcouru par 
le point ( x , y) quand il tend vers l'origine des coordonnees. Cette fonction a, par 
consequent, une discontinuity en ce point. Cette discontinuity est telle qu'on ne 
peut pas la faire disparaitre en donnant a la fonction z une valeur appropriee a 
l'origine. D'autre part, on voit aisement qu'en tout point different de l'origine la 
fonction est continue. 



Indiquons sans demonstration certaines proprietes importantes de la fonction de 
plusieurs variables continue dans un domaine ferine borne. Ces proprietes sont 
analogues aux proprietes des fonctions d'une seule variable, continue sur un 
segment (cf. § 10, ch. II). 



Propriety 1. Si la fonction f (x, y, . . .) est definie et continue dans le 
domaine ferine et borne D, alors il existe dans le domaine D au moins un point 
N (x 0 , v 0 , . . .) tel que pour tous les autres points du domaine on a la relation 
_f(x 0 ,y°, ■ • •) >f(x,y, . . .), 

et au moins un point N(xo,y 0 ,...) tel que pour tous les autres points du 
domaine on a la relation 

f(xo,y 0 ,...)<f(x,y,...). 
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Nous appellerons la valeur / (x 0 , v 0 ,...) = M de la fonction la plus grande 
valeur de la fonction f (x, y, . . .) dans le domaine D, et la valeur/ (xo,v 0 , ■ . .) 
= m la plus petite valeur. 

Cette propriety peut egalement etre formulee comme suit. Une fonction 
continue dans le domaine ferme borne D atteint dans ce domaine au moins une 
fois sa plus grande valeur M et sa plus petite valeur m . 

Propriety 2. Si la fonction/ (x, y, . . .) est continue dans le domaine ferine 
borne D et si M et m sont la plus grande et la plus petite valeur de la fonction / 
(x, y, . . .) dans ce domaine, alors pour tout nombre p. verifiant la condition m < 
p < M, il existe dans le domaine un point N* ( x* 0 , yl , . . .) tel que l'on aura 
l’egalite f(x* 0 ,y* 0 , . . ,)=p. 

Consequence de la propriety 2. Si la fonction / ( x , y, . . .) est 
continue dans un domaine ferine borne et prend des valeurs tant positives que 
negatives, alors a l'interieur de ce domaine il existe des points ou la fonction / 
(x, y, . . .) s'annule. 



§ 5. Derivees partielles d'une fonction de plusieurs 
variables 



Definition. On appelle derivee partielle par rapport a x de la fonction z =/ 
(x, y) la limite du rapport de l'accroissement partiel A x z par rapport a x a 
l'accroissement Ax de la variable x, quand Ax tend vers zero. 

On designe la derivee partielle par rapport a x de la fonction z =/ (x, v) par l'une 
des notations suivantes 



4; fx(*,y); 



dz # 
dx 9 



dx 



Done, par definition, 



of = lim = Hm /(x + Ax, y) - /(x, v) 

dx Ax—>0 Ax A.\->0 Ax 



On definit de meme la derivee partielle de la fonction z =/ (x, v) par rapport a y 
comme la limite du rapport de l'accroissement partiel A,z par rapport aval’ 
accroissement Av quand Av tend vers zero. On designe la derivee partielle par 
rapport a y par l'une des notations suivantes 




of 

dy' 



— = ii m = ii m /U».v + Av)-/(^v) 

dy Ay— »o Ay Ay->o Ay 



Ansi, 
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En remarquant que A x z est calcule en laissant y inchange et A ,z en laissant x 
inchange, on peut alors definir la derivee partielle de la maniere suivante : on 
appelle derivee partielle de la fonction z =/ ( x , y) par rapport ax la derivee par 
rapport a x calculee en supposant y constant. De meme, on appelle derivee 
partielle de la fonction z = / (x, y) par rapport a y la derivee par rapport a y 
calculee en supposant x constant. 

II resulte de cette definition que les regies de calcul des derivees partielles sont 
les memes que celles employees pour calculer la derivee des fonctions a une 
variable ; il faut settlement se rappeler par rapport a quelle variable on effectue 
la derivation. 

dz dz 

Exemple 1. Trouver les derivees partielles — et — de la fonction z =x 2 sin 

dx dy 



Exemple 2. z = x y . 
Dans ce cas, 



dz dz 

— = 2xsinv; — = i cosy. 

dx dy 



OZ y_X OZ y 

— = y x r = x ' lo s x - 



On definit, d'une maniere analogue, les derivees partielles d'une fonction d'un 
nombre quelconque de variables. Par exemple, si nous prenons une fonction u 
de quatre variables x, y, z, t 

u =f(x,y, z, t ), 

alors 

dii _ f(x + Ax,y,z,t)-f(x,y,z,t) 
dx Ax— >o Ax 

du _ ^ f{x, y + Ay, z, t) - f(x, y, z, t) 
dy a.v->o Av 



Exemple 3. u = x 2 + y 2 + xtz , 



du „ 3 du . du _ 9 du 3 

— = 2 x + tz~\ — = 2 v; — = ixtz ; — = xz ; 
dx dy ' dz dt 



§ 6. Interpretation geometrique des derivees partielles 
d'une fonction de deux variables 

Soit 

z =f(x, y) 



f equation de la surface representee sur la figure 173. 



Menons le plan x = const. L'intersection de ce plan et de la surface definit une 
courbe PT. Considerons pour une valeur donnee de x un point M (x, y) du plan 
Oxv. Au point M correspond un point P (x, y, z) sur la surface z =f(x, y). En 
laissant x inchange, donnons a y un accroissement Av = MN = PT'. La fonction z 
reqoit alors un accroissement A,z = TT [au point N (x, y + Av) correspond un 
point T (x, v + Av, z + A,, z) de la surface z 
=f(x,y)l ' .r 



Le rapport est egal a la tangente de 

Ay 

l'angle forme par la secante PT avec l'axe 
A z 

des v positifs — — = tg TPT . 

Ay 

Par consequent, la limite 

lim V = 

Ay— >o Av dy 




Fig. 173 



est egale a la tangente de Tangle P forme par la tangente PB (au sens 
geometrique) a la courbe PT au point P avec l'axe des y positifs 

dz 

— = tgP 

dy 

dz 

La valeur de la derivee partielle — est done egale a la tangente y de l'angle 

dy 

forme par la tangente (au sens geometrique) a la courbe definie par l'intersection 
de la surface z = / (x, y) et du plan x = const, d'une part, et la trace de 
l’intersection des plans xOy et x = const, d'autre part. 

dz 

De meme, la valeur de la derivee partielle — est egale a la tangente de Tangle 

dx 

a forme par la tangente a la courbe definie par l'intersection de la surface z=f 
(x, y) et du plan y = const et la trace des plans xOy et y = const. 



§ 7 . Accroissement total et differentielle totale 



Par definition l’accroissement total de la fonction z =/ (x, y) est egal a (voir § 3, 
ch. VIII) 
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Az =/(x + A x,y + Ay) -fix, y) ( 1 ) 



Supposons que les derivees partielles de la fonction/ ( x , v) au point considere 
existent et sont continues. 

Exprimons Az a l'aide des derivees partielles. Pour cela ajoutons et retranchons 
/ ( x , y + Ay) dans le second membre de l'egalite ( 1 ) 

Az=[f(x + Ax,y+ Ay) -fix, y + Ay)] + | / (x, y + Ay) -fix, y)] . (2) 



L'expression 



fix,y+ Ay) -fix,v). 



qui figure dans le second crochet, peut etre consideree comme la difference de 
deux valeurs d'une fonction d'une seule variable y (x etant constant). 
Appliquons le theoreme de Lagrange a cette difference ; nous avons 

fix, y + Ay) - fix, v) = Ay - , (3) 

dy 

ouy est compris entre y ety + Ay. 

De meme, on peut considerer l'expression figurant dans le premier crochet de 
l'egalite (2) c.omme la difference de deux valeurs d'une fonction d'une seule 
variable independante x (la seconde variable etant constante et egale a y + Ay). 
Appliquons a cette difference le theoreme de Lagrange ; nous avons 

fix + Ax, y + Ay) - fix, y + Ay) = Ax °^ x,} +A> ^ , (4) 

dy 



ou x est compris entre x et x + Ax. 

En substituant les expressions (3) et (4) dans l'egalite (2), on a 



Az = Ax 



8fix,v + Ay) 8fix,v) 



Les derivees partielles etant continues par hypothese, on a 
Hm dfjx,y + Ay) = dfjx,y) 
dx dx 



(fix, y) dfix,y) 



( x et y etant respectivement compris entre x et x + Ax, y et y + Ay, ils tendent 

respectivement vers x et y pour Ax — > 0 et Ay — > 0). On peut done mettre 
l'egalite (6) sous la forme 
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dfix,y + Av) 0/(x,y) 



dfix,y) dfix,v) 

ou yi et y 2 tendent vers zero quand Ax et Ay tendent vers zero (c'est-a-dire 
lorsque Ap = -^Ax 2 + Ay 2 -^0 ). 

En vertu de l'egalite (6') la relation (5) devient 
dfix,v) dfix,y) 

Az = — — ^Ax + -^ — ^Av + y^ + yjAv. (5) 

dx dy 

L'expression Ax + y 2 Ay est un infiniment petit d'ordre superieur par rapport a 
I 9 T" Y 1 

Ap=-JAx +Ay“ . En effet, le rapport > 0 quand Ap^O puisque y] est 



un infiniment petit et que — est borne — < 1 . On verifie, de meme, que 



La somme des deux premiers tennes est une expression lineaire en Ox et Ay. 
Elle represente, quand f \ (x, y) ^ 0 et f’ y (x, y) ^ 0, la partie principale de 
l'accroissement et differe de Az par un infiniment petit d'ordre superieur par 

rapport a Ap = J Ax 2 + Ay 2 .. 



Definition. On dit que la fonction z= fix, y) est differentiable au point (x, 
y) si l'accroissement total Az en ce point peut etre mis sous la forme d'une 
somme composee de deux tennes, le premier etant une expression lineaire en 
Ax et Ay et le second un infiniment petit d'ordre superieur par rapport a Ap. La 
partie lineaire de l'accroissement est alors appelee differentielle totale et notee 
dz ou df. 



II vient de l'egalite (5') que si les derivees partielles de la fonction / (x, y) sont 
continues en un point donne, cette fonction est differentiable en ce point ; la 
differentielle totale est alors 

* =fx ( x , y) Ax+f (x, y) Ay. 

On peut mettre l'egalite (5') sous la fonne 



Az = dz + yiAx + y 2 Ay 
et ecrire l'egalite approchee suivante 

Az ~ dz, 

l'erreur commise etant un infiniment petit d'ordre superieur par rapport a Ap. 




On appelle differentielles des variables independantes x et y et Ton designe 
respectivement par dx et dv les accroissements Ax et Ay des variables x et v. 

On peut alors ecrire la differentielle totale de la fa9on suivante 

, df , 8f , 
dz = — dx dv. 

dx dy 

Par consequent, si la fonction z =/ (x, v) a des derivees partielles continues, elle 
est differentiable au point (x, v) et sa differentielle totale est egale a la somme 
des produits des derivees partielles par les differentielles des variables 
independantes correspondantes. 

Exemple 1 . Calculer la differentielle totale et \*y 

l'accroissement total de la fonction z = xy ' AxAi 

au point (2; 3), si Ax =0,1 et Ay =0,2. ' 1 x Ay | 

Solution. ^ 

Az =(x+Ax) (v+Av) - xy = yAx + xAy +Ax Ay , | yAx 

dz d 'z ^ 

dz = — dx 4 dv = vdx + xdv = vAx 4- xAv . ^ 

dx dy \ 

Par consequent, & a 



Az = 3-0,1+ 2-0,2 + 0,1-0, 2 = 0,72 ; 
dz = 3-0,1 +2-0, 2=0; 7. 



Fig. 174 



La figure 174 illustre cet exemple. 

Les definitions et les raisonnements precedents peuvent etre etendus au cas 
dune fonction d'un nombre quelconque de variables independantes. 

Soit w =/ (x, y, z, u, . . ., t) une fonction d'un nombre quelconque de variables, 
dont toutes les derivees partielles sont continues au point (x, y, z,u, . . ., t). 
L'expression 

, df , df , df , df , 

dw = — dx + — dv + dz + ... + — dt 
dx dy ' dz dt 

constitue alors la partie principale de l'accroissement total de la fonction ; on la 
nomme differentielle totale. On demontre facilement, de la meme maniere que 
dans le cas d'une fonction ,de deux variables, que la difference Aw - dw est un 

infiniment petit d'ordre superieur par rapport a J(ax 2 )+(av 2 )+... + (a? 2 ). 



Exemple 2. Trouver la differentielle totale de la fonction u ■■ 
de trois variables x, y, z. 



Solution. Les derivees partielles 
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— = e x2+y2 2xsin 2 z — = e x2+y2 



2 y sin 2 z 



du x 2 +y 2 ~, ■ 2 x 2 + v 2 ■ o 

— = e - 2 sin z cos z = e sin 2z 



sont continues pour toutes les valeurs de x, y, z, par consequent, 

, dU , dU , dU , V 2 + V 2 . . O 1 r* -9 1 ■ r, 

du = — ax 4 av4 dz = e' (2xsin zax + 2vsin zav + sm2zaz. 

dx dy dz 



§ 8. Emploi de la differentielle totale pour les calculs 
approches 



Soit z =/ (x, y) une fonction differentiable au point (x, v). 
Calculons l'accroissement total de cette fonction 

Az=/(x+ Ax, _y + A v)-/(x,.v), 

D’ou 

f(x+ Ax,.v+ Av) =/ (x, y) + Az. (1) 
Nous avions la formule approchee 

Az « dz, (2) 



dz = — Ax +— Ay (3) 

dx dy 

En remplaqant dans la formule (1) Az par l'expression explicite de dz, on trouve 
la formule approchee 

/(*+ A *,,+ Av) «/,jc. v) + ^Z»Av + ^+iAv. (4) 

ox oy 



l'erreur commise etant un infiniment petit d'ordre superieur par rapport a Ax et 
Av. 

Montrons comment utiliser les formules (2) et (4) pour les calculs approches. 
Probleme. Calculer le volume de la matiere utilisee pour la fabrication d'un 
cylindre dont les dimensions sont (fig. 175) 

R - rayon du cylindre interieur, 

H - hauteur du cylindre interieur, 
k - epaisseur des parois et du fond. 



Solution. Nous donnerons deux solutions de ce probleme, l'une exacte et 
l'autre approchee. 

a) Solution exacte. Le volume cherche v est egal a la difference des 
volumes des cylindres exterieur et interieur. Le rayon du cylindre exterieur etant 
R + k et la hauteur H + k, on a: v = n (R + k) 2 (H + k) - nR 2 H ou 
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v = 7i (2RHk + R 2 k + Hk 2 + 2Rk 2 + kf. (5) 
b) Solution approchee. Designons par /le volume du cylindre interieur, 
alors /= nR 2 H, f est une fonction des deux variables R et H. Si l'on ajoute k a R 
et a H, la fonction/ reqoit un accroissement correspondant Afi cet accroissement 
sera precisement le volume cherche, c'est-a-dire 
v = A f. 

En vertu de la relation (1), nous avons l'egalite 
approchee :v*(//ou 

8f 8f 

v* — AR+ — AH 
DR 8H 

Mais comme 

— = 2?t RH, — = n R 2 , AR = AH = k 
8R 8H 

nous avons 

V ~ 71 (2 RHk + Rrk). (6) 

Fig. 175 

En comparant les resultats (5) et (6), nous voyons qu'ils different par la quantite 
7t (Hk 2 2R!c + composee uniquement de termes contenant k au carre et au 
cube. 

Appliquons ces formules pour des donnees concretes. Soit R = 4 cm, H = 20 
cm, £=0,1 cm. 

Appliquant (5) nous avons la valeur exacte du volume cherche: 

v = 7t (2-4-20-0,l + 4 2 -0, 1 + 20-0, l 2 + 2-4-0,l 2 + 0,1>17,881 n. 
Appliquant (6), nous avons la valeur approchee 

V— 7t (2-4-20-0, 1 + 4 2 .0,1) = 17,6 7t. 

L'erreur commise, en appliquant la formule approchee (6), est inferieure a 0,3 7t, 

soit 100 • — %, c'est-a-dire mains de 2 % de la quantite mesuree. 

17,88 Itc 

§9. Emploi de la differentielle pour evaluer l'erreur 
commise pendant les calculs numeriques 

Soit u =f ( x , y,z, . . t) 

une fonction des variables x, y, z, . . ., t. Supposons que 1'evaluation des valeurs 
numeriques des quantites x, y, z, . . ., t soit faite avec une certaine erreur 
(respectivement a Ax, Ay, A z, . . ., A t pres). La valeur de u sera egalement 
determinee avec une certaine erreur 




A u =f (x + Ax, y + Ay, z + Az, . . t + At) -f(x, y, z, . . ., t). 



due a l'erreur devaluation des variables independantes. Proposonsnous 
d'evaluer l'erreur A u, si l'on suppose connues les erreurs Ax, Ay, . . ., At. 

Les valeurs absolues des Ax, Av, . . ., At etant supposees suffisamment petites, 
on peut remplacer l'accroissement total de la fonciion par la differentielle totale; 
on obtient alors l'egalite approchee 

8f 8f 8f 

Au w — Ax + — Av + ... + — At . 

8x 8y 8t 

Les derivees partielles et les erreurs relatives aux variables independantes sont 
soit positives, soit negatives. Remplapons-les par leurs valeurs absolues; on 
trouve alors l'inegalite 

\Au\ < — I Ax 1+ — Av I + ...+ — I At I . (1) 

8x dy 8t 

Si l'on designe par | A*x |, | A*v |, . . | A *u \ les erreurs absolues maximales des 

variables correspondantes (les homes des valeurs absolues des erreurs), on peut 
evidemment admettre que 

|A*«|< — I A *x I + — I A * V I + ... + — I A*t I . (2) 

8x dy 8t 

Exemples. 

1) Soit u = x + y + z, alors | A *u \ = \ A*x | + | A*v | + | A*z |. 

2) Soit u = x - y, alors | A *u \ = \ A*x | + | A*v | 

3) Soit u = xy, alors | A*u \ = \ x \ \ A *y ] 4- 1 y \ \ A*x \ 

4) Soit u = — , alors |A*x | = — | A*x | + | A*v | = 

y y y 

y | |A * x| + 1 x | |A * y| 

2 ' 

y 

5) On mesure l'hypotenuse c et le cote a d'un triangle rectangle ABC avec les 
erreurs absolues maximales | A*c | = 0,2, | A*a | = 0,1. On trouve 

respectivement c = 75 et a = 32. Determiner Tangle A par la fonnule sin A = — 

c 

et l'erreur absolue maximale |a^| commise en calculant cet angle. 

_ , a .a 

S o 1 u 1 1 o n . sin A = — , A = arc sin — , par consequent, 

c c 



8A 1 8A a 





Nous trouvons d'apres la formule (2) : 
h-a 1 „ . 32 



A/4 = 
Done, 



/(75) 2 -(32) 2 75V(75) 2 -(32) 2 



•0,2=0,00273 rd = 9'24". 



32 

A = arc sin — ± 9'24" 
75 



6) On a determine le cote b = 121,56 m et l'angle A = 25°21'40" d'un triangle 
rectangle ABC. Les erreurs absolues maximales, commises au cours de 
1'evaluation de ces grandeurs, sont respectivement | A *b \ = 0,05 m et | A*a | = 
12 ". 

Determiner Terreur absolue maximale commise en calculant le cote a par la 
formule a = b.tg A. 

Solution. Nous trouvons en vertu de la formule (2) 

I b 

| A *a | = |tg A| | A *b |+ — — ■ — | A*^4 |. 

cos - A 

En substituant les valeurs correspondantes (et exprimant | A *a | en radians), 
nous avons: 

|A*a| = tg 25°21'40".0,05+ — — = 0,0237+0,0087 = 0,0324 

cos 2 25°2T40" 206 265 

rn. 

On appelle erreur relative de la grandeur x le rapport de Terreur Ax a la valeur 
approchee x de cette grandeur. On la designe par 5x, 

Ax 
ox= — 
x 

On appelle erreur relative maximale de la grandeur x et Ton note | S*x | le 
rapport de Terreur absolue maximale a la valeur absolue de x, 

|a*x| 



Pour evaluer Terreur relative de la fonction u, divisons tous les termes de 
l’egalite (2) par | u \ =/ (x, y, z, . . ., t ) 

I d f I 1^1 I d f I 



/ 





df 


df 


A *u\ 


dx Ia *xl + 


dy 


l U l 


f 


f 



mais 
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&,A Log | / | ; A,A Log | / i ; ^ ; iL = A 



f dx 



f dy 



f dt 



C'est pourquoi on peut mettre l'egalite (3) sous la forme 
| 8*x |= 2- Log | / | A** . ( l.og / | |A* v| + ...+ 4 L °g| / I l A *'|- ( 5 ) 



ou sous une forme compacte 

| 5 *u | = | 5*Log |/||. 



II resulte de la formule (3), ainsi que de la formule (5), que Terreur relative 
maximale d'une fonction est egale a Terreur absolue maximale du logarithme de 
cette fonction. 

Nous deduisons de la formule (6) les regies que Ton doit appliquer pendant les 
calculs approches. 

1 . Soit u = xv. 

En utilisant les resultats de l'exemple 3, on a 



5 *u I = 



y 


* 

< 


. _i_ \ 


X 


A *y\ _ [ 


A*x 


[ 


A* 


i = 




xy 




xy 




l ^ l 


1 


• v 





e'est-a-dire Terreur relative maximale du produit est egale a la somme des 



erreurs relatives maximales de chacun des facteurs. 



X 

2. Soit u = — ; en utilisant les resultats de l'exemple 4, nous avons: 

y 

| 8*m| = | 8*x j + | S*v| 

Remarque.il resulte de l'exemple 2 que si u = x -y, alors 

|a*x|+|a* v| 

| 8*m| = 1 1 ' 1 

x - y\ 

Si les valeurs de x et y sont proches, il peut arriver que | 8*u \ soit tres grand par 
rapport a la grandeur cherchee x - v. II faut tenir compte de cette circonstance 
pendant les calculs. 



Exemple 7. La periode des oscillations d'un pendule est egale a 

r - 2 '& 



ou / designe la longueur du pendule et g l'acceleration de la pesanteur. 

Quelle erreur relative commettons-nous en determinant T par cette formule en 
prenant n « 3,14 (a 0,005 pres), l = 1 m (a 0,01 m pres), g = 9,8 m/s 2 (a 0,02 
m/s 2 pres). 

Solution. L'erreur relative malimale est egale, en vertu de la fonnule 
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8*r| = | 6*Log T |. 



Log T =Log 2 +Log Ji+ ^ Log l- - Log g. 

Calculon | 5*Log T |. En tenant compte de ce que 7t ® 3,14, A*ti = 0,005, /= m, 

A*/ = 0,01 m, g = 9,8 m/s 2 , A*g = 02 m/s 2 , nous avons 

4 * T „ A*ti A */ A *g 0,005 0,01 0,02 

A*LogL = + + - = — + -?— + — — = 0,0076. 

n 21 2g 3,14 2 2-9,8 

L'erreur relative maximale est done egale a 5*7’= 0,0076 = 0,76 %. 

§ 10 Derivee d'une fonction composee. Derivee 
totale.Differentielle totale d'une fonction composee. 

Supposons que dans l'equation 

z = F(u, v) (1) 

u et v soient des fonctions des variables independantes x et v 

u = <p (x, y ) ; v = v|/ (x, y). (2) 

Dans ce cas, z est une fonction composee des variables x et v. 

On peut evidemment exprimer z directement en fonction de x et y 
z = F\<p{x, y), \|/ (x, y) ] . (3) 

Exemple 1 . Soit z = u 3 v 3 + u + 1 ; u = x 2 + y 2 ; v = e x+y + 1 ; alors 
z = (x 2 +y 2 ) 3 (e x+y + l) 3 + (x 2 +y 2 ) + 1. 



Supposons que toutes les derivees partielles des fonctions F (u, v), (p (x, y), \|/ (x, 

. . ...dzdz.. 

v) soient continues et proposons-nous de calculer — et — a partir des 

dx dy 

equations (1) et (2) sans utiliser l'egalite (3). Donnons a la variable x un 
accroissement Ax, en gardant y constant. Alors u et v repoivent respectivement, 
en vertu de l'equation (2), un accroissement A x u et A x v. 

Mais alors, si les variables u et v repoivent respectivement l'accroissement A x u 
et A x v, la fonction z = F (u, v) recevra a son tour un accroissement Az, defini par 
la formule (5'), § 7, eh. VIII 

, 8F A dF A 

Az= — A x «+ — A r v + yiA v « + y 2 A x v. 
ou ov 

Divisons tous les tennes de cette egalite par Ax- 
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8F A u 8F A v A u A v 

Az = I hy, — h y, — - — . 

du Ax dv A Ax Ax- 

Si Ax — > 0, alors A x u — > 0 et A r v — > 0 (en vertu de la continuity des fonctions a 
et v). Mais alors yi et y 2 tendent egalement vers zero. En passant a la limite, pour 
Ax — » 0, on a 

Az dz A u du A v dv 

lim — = — ; lim — - — = — ; lim — - — = — ; lim yj =0; lim y 2 =0 

Ai->o Ax dx a*— > o Ax dx Xx^>o Ax dx Ai - >o Ai-->o 

et, par consequent, 

dz dF du dF dv 

— = + . (4) 

dx du dx dv dx 

Si nous avions donne un accroissement Ay a la variable v et garde x constant, 
nous aurions eu en raisonnant de la meme maniere 



Exemple 2. 



dz dF du dF dv .... 

— = + . (4’) 

dy du dy dv dy 



z = Log (v 2 + v); u=e x+y ; v = x 2 + _v; 



2 u _ dz _ 1 du _ x+y 2 _du _2 x +y 1 ,^ v _2 . _ j 

r 2 + v ’ du u 2 +v dx ’ dy ' ’ dx ’ dy 



En utilisant les formules (4) et (4') on trouve 



dz 2 u r+ 7 1 2 

— = — e +— 2x = — 

du u~ +v u~ +v u~ +v 



dz 2 u 

dy u 2 + v 



2 2 
U + V u +v 



Aue x+y +1) 



Dans la derniere expression on doit remplacer u et v respectivement par e x+y et 



Les formules (4) et (4') peuvent etre naturellement etendues dans le cas d'un 
plus grand nombre de variables. 

Par exemple, si w = F (z, u, v, s ) est une fonction de quatre variables z, u, v, s et 
si chacune de ces variables depend a son tour de x et y, les formules (4) et (4') 
deviennent 

dw dw dz dw du dw dv dw ds 

dx dz dx du dx dv dx ds dx ’ 

dw dw dz dw du dw dv dw ds 

dy dz dy du dy dv dy ds dy 





Si la fonction z = F (x, y, u, v) est telle que les variables y, u, v dependent a 
leur tour de la seule variable x 

y =/(x) ; u = tp {x) ; v = \\r (x), 

elle est en some fonction d'une seule variable x ; on peut alors se proposer de 

calculer la derivee — . 

dx 

Cette derivee peut etre calculee d'apres la premiere des formules (5): 
dz dz dx + dz dv dz du dz dv 

dx dx dx dy dx du dx dv dx 

mais cornme y, u, v ne dependent que d’une seule variable x, les derivees 

dx 

partielles correspondantes sont en fait des derivees ordinaires ; en outre, — = 1 

dx 

; par consequent, 

dz dz dz dv dz du dz dv 

— = — + - + + ; ( 6 ) 

dx dx dy dx du dx dv dx 

dz 

C'est la formule de la derivee totale — (par opposition a la derivee partielle 

dx 



Exemple 3 . 



z = x~+-Jv, _v = sinx, 

dz . dz 1 dv 
— = 2x; — = — — ; — = cos x. 
dx dy 2 y/y dx 



D'apres la formule (6) on a 

dz dz dz dv 1 . 1 

— = 1 — = 2x-\ -j= cos x = 2x 4 -= cos x. 

dx dx dy dx 2 Jy 2Vsinx 

Trouvons ensuite la differentielle totale de la fonction composee definie par les 
egalites (1) et (2). 

Portons les expressions — et — definies par les egalites (4) et (4') dans la 

dx dy 

formule de la differentielle totale 

dz dz 

dz = — dx H dv. (6) 

dx dv 



Nous obtenons 



dF du dF dv 
dx dx dv dx 



dF du dF dv 
dx dy dv dy 



Effectuons les transformations suivantes dans le second membre 
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dF ( du 



du l dx 



dF I dv 



dv { dx 



du , du . , 

— dx H dv = du, 

& ' ( 8 ) 

dv dv 

— dx H dv = dv 

dx dy 

On peut, compte tenu des egalites (8), ecrire l'egalite (7) sous la forme 



, dF dF 

dz = du H dv. 

du dv 



dz dz 

dz = — du H dv. (9 ) 

du dv 

La comparaison de (6) et (9') nous permet d'affirmer que l'expression de la 
differentielle totale d'une fonction de plusieurs variables (differentielle du 
premier ordre) possede la meme fonne, autrement dit la forme de la 
differentielle est invariante et ne depend pas de ce que u et v sont des variables 
independantes ou des fonctions de variables independantes. 

Exem pie 4. Trouver la differentielle totale de la fonction composee 

2 3 2 ■ 3 v 

z = u v , u = x sm y,v = x e. 

Solution. Nous avons en vertu de la formule (9') 

dz = 2 uv 3 du + 3 u 2 v 2 dv = 2 uv 3 (2x sin y dx + x 2 cos v dy) + 

+ 3 m 2 v 2 (3x 2 e y dx + xV’ dy). 

Cette demiere expression peut s'ecrire 



dz = (2 mv 3 2x sin y + 3 u 2 v 2 3x 2 e v )dx+(2«v 3 x 2 cos y 3 u 2 v 2 x 3 e r 
dz dz 

dv).= — dx H dv ■ 

dx dy 



§11. Derivation des fonctions implicites 




Nous allons aborder ce probleme par l'etude d'une fonction implicite d'une 
seule variable ). Soit y la fonction de x definie par l'equation 

F (x,y) = 0. 

Demontrons le theoreme suivant. 

Theoreme. Soity une fonction continue de x, definie par l'equation implicite 

F (x, y) = 0, (1) 

ou F (x, v), F ’ x (x, y), F ( x , y) sont des fonctions continues dans un certain 
domaine D contenant le point (x, y), dont les coordonnees verifient l'equation 
(1) ; en outre supposons qu'en ce point F’ y (x, v) ^ 0. La derivee de la fonction y 
de x est alors egale a 

, F' x {x,v) 

yx =--Ff — r ( 2 ) 

F y (x,y) 

Demonstration. Supposons qu'a une certaine valeur de x corresponde 
une certaine valeur de la fonction implicite y. Done, 

F (x, y) = 0. 

Donnons a la variable independante x un accroissement Ax. La fonction y repoit 
alors un accroissement Av, en d'autres tennes, a la valeur x + Ax de la variable 
independante correspond la valeur y + Ax de la fonction. En vertu de l'equation 
F (x, y) = 0, nous avons: 

F (x + Ax, y + Ay) = 0. 

Par consequent, 

F (x + Ax, y + Av) - F (x, y) = 0. 



Le premier membre de cette egalite represente l'accroissement total de la 
fonction de deux variables. En vertu de la formule (5'), § 7, on peut le mettre 
sous la forme 

dF dF 

F (x + Ax, v + Ay) -F(x, v) = — Ax + — Ay + y 1 Ax + y 2 Ay 

fix dy 

ou yi et y 2 tendent vers zero quand Ax et Ay tendent vers zero. Le premier 
membre de cette demiere egalite etant egal a zero, on peut ecrire 



Au § 11 du ch. Ill nous .avons resolu le probleme de la derivation des 
fonctions implicites. Toutefois, nous n'avions considere que certains exemples 
et n'avions pas obtenu de formule generale, ni determine les conditions 
d'existence de cette derivee. 



298 





299 



dy _ -e x +y_ e x -y 

dx e y +x e y +x 

Considerons maintenant une equation de la forme 

F(x,y,z) = 0. (3) 

Si a chaque couple des valeurs x et y, prises dans un certain domaine, 
correspondent une ou plusieurs valeurs de z satisfaisant a l'equation (3), cette 
equation definit implicitement une ou plusieurs fonctions univoques z de x et y. 
Par exemple, l'equation 

x 2 + y 2 + z 2 ~R 2 = 0 



definit implicitement deux fonctions continues z de x et y que Ton peut exprimer 
explicitement en resolvant l'equation par rapport a z ; nous obtenons alors 

z = Jr : -x 2 - v 2 et z = —Jr 2 -x 2 -y 2 

Calculons les derivees partielles — et — de la fonction implicite z de x et y 

dx dy 

definie par l'equation (3). 

8z 

Pour calculer — , nous supposons y constant. C'est pourquoi nous pouvons 

dx' 

utiliser la formule (2'), en considerant z comme une fonction de la variable 
independante x. Done, 

dF 



On trouverait de meme 



dF „ 

en supposant — ^ 0. 

dz 

On definit et on calcule, de la meme maniere, les fonctions implicites d'un 
nombre quelconque de variables et leurs derivees partielles. 



Exemple 3 . 
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2,2.2 d 2 n Sz 

x + v + z —R =0, — 
dx 



2x 
2 z 



x _ dz 
z ’ dy 




On aurait obtenu le meme resultat en derivant la fonction explicite que Ton 
aurait trouvee en resolvant cette equation par rapport a z. 

Exemple 4. 

e~ + x 2 y + z + 5 = 0. 

Ici F (x, y, z) = e~ + xy + z + 5, 

dF dF 2 dF z dz 2xv dz x 2 

=2xv ; — = x ; — = e z + 1 ; — = — ; — = . 

dx ' dy dz dx e z +\ dy e : +1 



Re marq u e :Tous les raisonnements de ce paragraphe ont ete conduit dans 
l'hypothese, que l'equation F (x, y) = 0 determine une certaine fonction d'une 
variable y = cp (x) ; l'equation F (x, y, z) = 0 determine une certaine fonction de 
deux variables z =/ (x, y). Indiquons sans demonstration la condition a laquelle 
doit satisfaire la fonction F (x, v), pour que l'equation F (x, v) = 0 determine une 
fonction univoque y = cp (x). 



Theoreme. So it F (x, y) une fonction continue dans le voisinage du point (x 0 , 
y 0 ) possedant dans ce voisinage des derivees partielles continues, telles que F’y 
( x , v) = 0 et soit F ( x Q , y 0 ) = 0. II existe alors un voisinage contenant le point {x 0 , 
y 0 ) dans lequel l'equation F (x, y) = 0 determine une fonction univoque y = <p 
(x). 



On a un theoreme analogue pour les conditions d'existence de la fonction 
implicite definie par l'equation F (x, y, z) = 0. 

Remarque. Lors de la deduction des regies de differentiation des fonctions 
implicites nous avons utilise les conditions qui determinent l'existence des 
fonctions implicites. 



§ 12. Derivees partielles de differents ordres 



Soit z =/ ( x , y) une fonction de deux variables independantes. 

dz dz 

Les derivees partielles — =f’ x ( x , v) et — =f' y (x, v) de cette fonction sont, en 

dx ' dy 

general, des fonctions de x et de y. C'est pourquoi nous pouvons calculer leurs 
derivees partielles. Par consequent, les derivees partielles du second ordre d'une 
fonction de deux variables sont au nombre de quatre, puisque chaque fonction 
dz dz ..... 

— et — peut etre denvee par rapport a x et par rapport a y. 

dx dy 

On designe par les notations suivantes les derivees partielles du second ordre : 
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d z 

— T = fxx ( x > v ) ; on derive successivement la fonction f deux fois par 

dx 2 

rapport a x 

d 2 z 

= f xv (x, v) ; on derive d'abord f par rapport a x, puis le resultat par rapport 

dxdy 

a y; 

d 2 z 

= / (x, y) ; on derive d'abord f par rapport a y, puis le resultat par 

dydx 

rapport a x ; 

d 2 z 

— n = /w (*> v) > on derive successivement la fonction / deux fois par rapport 

dy 2 

a v. 

On peut ensuite deriver, de nouveau, les derivees partielles du second ordre par 
rapport aroua y. On obtient alors les derivees partielles du troisieme ordre, qui 
sont au nombre de huit 

d 3 z d 3 z d 3 z d 3 z 
dx 3 dx 2 dy dxdydx dxdy 2 
d 3 z d 3 z d 3 z d 3 z 
dydx 2 dydxdy dy 2 dx dy 3 

D'une maniere generate, on appelle derivee partielle du n' eme ordre (ou d ordre 
n ) la derivee premiere de la derivee du in - \y eme ordre. Par exemple, 



■ , est une derivee du n wme ordre ; nous avons, dans ce cas, derive z 



d'abord p fois par rapport a x et ensuite n - p fois par rapport a y. 

On definit, de la meme maniere, les derivees partielles d'ordre superieur pour 
des fonctions d'un nombre quelconque de variables. 
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d i z d i ‘ 7 

Exemple 2. Calculer — - — et si z = y 2 e x + x 2 y 3 + 1 . 

dx 2 dy dydx 2 

Solution. Nous trouvons successivement 

& lx,'-) 3 d~ Z 2x^3 d Z x r 2 

— = v e + 2 xy ; — — = y e +2 y ; — - — = 2 ye + by ; 

dx dx“ dx 2 dy 

dz x 2 2 d 2 z x 2 d 2 z x r 2 

— = 2ve +3x 2 v 2 ; = 2ye +6xv 2 ; — = 2ye + 6y“ 

dv ’ ’ dydx ' ’ dvdx 2 



Exemple 3 . Calculer axe 



dx dydz 



2 x , 2 

si u = z e + y . 



Solution. — = z 2 e x+yl ; -^- = 2yz 2 e x+yI ; ° u =4yze x * y \ 

dx dx 2 dy dx 2 dvdz 

Une question se pose. Le resultat de la derivation d'une fonction de plusieurs 
variables depend-il de l'ordre dans lequel on effectue les derivations successives 
par rapport aux differentes variables independantes, en d'autres termes, les 
derivees 

d 2 f d 2 f 

— — et — — 

dxdy dydx 

ou d 3 nx,y,t) et d 3 nx,y,t) ^ 

dxdvdt dtdxdy 

seront-elles identiques ? 

La reponse a cette question nous est donnee par le theoreme suivant. 

Theoreme. Si la fonction z =f(x, y) et ses derivees partielles fx, f~, fxy et 
fyx sont definies et continues au point M ( x , y) et dans un voisinage de ce point, 
alors en ce point 

fvx( x ’y) = f"y( x ,y) 

dxdy dydx 

Demonstration. Considerons l'expression : 

A = (x + Ax, y + Ay) -fix + Ax, y)\ - \ f (x, y + Av) -fix, y)]. 

Introduisons la fonction auxiliaire cp (x), definie par l'egalite 



- = 4 yze x 



cp (x) =/ (x, y + Av) -f{x, y) , 
On peut alors mettre A sous la forme 

A = cp (x + Ax) - <p (x). 
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f’ x etant, par hypothese, definie dans le voisinage du point ( x , y), la fonction 
tp (x) derivable sur le segment [. x , x + Ax] ; mais alors, en appliquant le theoreme 
de Lagrange, on a: 

A = Axcp' ( x ), 

ou x est compris entre x et x + Ax. 

Mais 

9’ ( x ) =f\ ( x , y + Ay) -f x ( x , y). 

D'autre part, fxy est definie dans le voisinage du point (x, y), par consequent,/,, 
est derivable sur le segment [v, y + Ay] et en appliquant le theoreme de 
Lagrange a cette difference (relativement a la variable y), on a 
fx(x,y+ Ay) -f’ x ( x , y) = Ay/’ / ( x , y ), 
ou y est compris entre y et y + Ay. 

Nous obtenons done l'expression suivante pour A 

A = AxAyf” xy (x,y). (1) 

En changeant l'ordre des termes, on aura 

A = | f{x + Ax, y + Ay) -/(x, y + Ay)] - \f(x + Ax, y) -/(x, y)]. 

lntroduisons, la fonction auxiliaire 

VM -/(x+Ay)-/(x,y), 

alors 

A = \|/ (y 4- Ay) - v|/ (y) 

En appliquant de nouveau le theoreme de Lagrange, on a 

A = Ay -v|/' ( y ), 

ou y est compris entre y et y + Ay. 

Mais 

V ( y ) =fy (x + Ax, y ) -fy (x, y ). 

Appliquant encore une fois le theoreme de Lagrange, on obtient 

fy (x + Ax, y ) -f y (x, y ) = Ax/’ / ( x , y ), 

ou x est compris entre x et x + Ax. 

A peut done etre mis sous la forme 

A = Ay Ax/’/ ( x , y ). (2) 

Les premiers membres des egalites (1) et (2) sont egaux a A, par consequent, les 
seconds membres sont egaux entre eux ; en d'autres termes, 

Ax Ay/’ /, ( x , y ). = Ay Ax/’ / ( x , y ). , 
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§ 13. Surfaces de niveau 



Soit dans l'espace ( x , y, z) un domaine D dans lequel est donnee la fonction 

u = u ( x,y , z). (1) 

On dit dans ce cas que dans le domaine D est defini un champ scalaire. Si, par 
exemple, u (x, y, z) designe la lemperature au point 




Fig. 176 Fig. 177 



M ( x , y, z), on dit qu’est defini un champ scalaire de temperature ; si le domaine 
D est rempli de liquide ou de gaz et si u ( x , y, z) designe la pression, on est en 
presence d'un champ scalaire de pression, etc. 

Considerons le point du domaine D ou la fonction u (x, y, z) possede une valeur 
constante c 

u (x, y, z) = c. (2) 

L'ensemble de ces points constitue une certaine surface. Si l'on prend une autre 
valeur de c, on obtient une autre surface. Ces surfaces sont appelees surfaces de 
niveau. 



Exemple 1 . Soit donne le champ scalaire 



u (x, y, z) 




Les surfaces de niveau seront ici 




c'est-a-dire des ellipsoides de demi-axes 2 fc , 3 -Jc , 4 Vc 
Si la fonction a depend de deux variables x et y : 

u = u ( x , y), 
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les « surfaces » de niveau seront des lignes clans le plan Oxy 

u (x,y) = c, (2’) 
que Ton appelle lignes de niveau. 

Si nous portons les valeurs de u sur 1 ate Oz 

z=u(x, y), 

les lignes de niveau dans le plan Oxy seront les projections des lignes formees 
par l'intersection de la surface z = u (x, y) avec les plans z = c (fig. 176). 
Connaissant les lignes de niveau on peut aisement etudier la nature de la surface 
z = u (x, y). 

Exemple 2 . Determiner les lignes de niveau de la fonction z = 1 - x 2 - y 1 . Les 
lignes de niveau seront les lignes d'equations 1 - x 2 - y 2 = c. Ce sont des cercles 

(fig. 177) de rayon Vl -c . En particular, quand c = 0, nous obtenons le cercle 
x + y =1. 



§ 14. Derivee suivant une direction donnee 



Considerons dans le domaine D une fonction u ( x , y, z) et un point M (x, y, z). 
Menons du point M le vecteur S dont les cosinus directeurs sont cos a, cos p, 




cos y (fig. 178). Considerons sur le vecteur S a 
une distance As de son origine le point M\ (x 
+Ax, y +Av , z +Az ). Ainsi, 



Nous supposerons que la fonction u (x, y, z) 
est continue et possede des derivees continues 
par rapport aux variables independantes dans 
le domaine D. 



Fig. 178 

De meme que nous l'avons fait au § 7, representons l'accroissement total de la 
fonction de la maniere suivante 

du . du . du . . . , 

Au = — Ax + — Av + — Az + 8 iAx + e 2 Av + 83AZ, (1) 
dx dy dz 

ou Si, 82 et e 3 tendent vers zero quand As — » 0. Divisons tous les termes de 
l'egalite (1) par As: 

Au du Ax du Av du Az Ax Av Az 

= + ^ + +8! +8 2 — +83 .(2) 

A.s dx As dy As dz As As As As 



II est evident que: 

Ax Av _ Az 

— =cos a, — =cos P , — =cos y. 

As As As 



Par consequent, l'egalite (2) peut etre mise sous la fonne 
A u du du _ du 

— = — cos an cos p h cos y + Ei cos a + £2 cos p + £2 cos y(3) 

As 8x dy dz 

La limite du rapport — quand As — > 0 est appelee derivee de la fonction u = 11 
As 

du 

{x, v, z) au point (x, v, z) suivant la direction du vecteur S, et notee — , 

ds 

autrement dit 

.. Ait du 
Inn — = — (4) 

As — >0 A s ds 

Ainsi, passant a la limite dans l'egalite (3) nous obtenons 

du du du _ du 

— = — cos a h cos Bh cos y. (5) 

ds dx dy dz 

II decoule de la formule (5) que, connaissant les derivees partielles, on peut 
trouver aisement la derivee suivant une direction quelconque S. Les derivees 
partielles ne sont qu'un cas particulier de la derivee suivant une direction 

jz n 

donnee. Par exemple, sia = 0, p = — ,y = — nous obtenons: 

du du . du n du n du 

— = — cos 0 h cos — 1 cos — = — . 

ds dx dy 2 dz 2 ds 

999 . Ou 

Exemple. Soit donnee la fonction u = x + y + z . Trouver la derivee — au 

ds 

pointM(l, 1, 1) a) dans la direction du vecteur A, = 2i +j + 3Ar; 
b) dans la direction du vecteur S 2 = i + j + k. 



S o 1 u t i o n . a) On trouve les cosinus directeurs du vecteur Si 

2 2 „ 1 3 

cos a = r = — — , cos p = —j= , cos y = — ==■ 

V4 + 1 + 9 V14 VI 4 VI 4 

Par consequent, 

du _ du 2 du 1 du 3 

dx y[\A dy Vl4 dz Vl4 

Les derivees partielles au point M ( 1 , 1 , 1 ) seront 



— =2x, — =2y, — =2z, — = 2 ,— = 2 ,— =2 



Ainsi, 
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du__ 2 _ 2 _ + -, _L + 2 3 _ 12 
5s, VL4 ~ VT4 ~ a/L4 VL4 ’ 

b) Calculons les cosinus directeurs du vecteur S 2 



o. 1 R 1 1 

Si cos a = —= , cos p = —j = , cos y = — -= , 

V 3 v 3 V 3 

Par consequent, 

du 1 1 1 6 /r 

^T = '7T + '7T + '7T“7r = " r - 

Notons que 2-J3. > -|3- (fig. 179). 

V14 



§ 15. Gradient 

^ 1 ^ En chaque point du domaine D ou est 

Fig. 179 donnee une certaine fonction u = u (x, y, z) 

definissons un vecteur, dont les projections sur les axes de coordonnees sont les 
valeurs des derivees partielles au au au de cette fonction au point, correspondant 



, du du . du . 

grad 11 — 1 + — / + — k ( 1 ) 

dx dy dz 

Ce vecteur est appele le gradient de la fonction u (x, y, z). On dit alors que dans 
le domaine D est defini le champ vectoriel des gradients. Demontrons le 
theoreme suivant etablissant la liaison entre le gradient et la derivee suivant une 
direction donnee. 



Theoreme. Soit donne un champ scalaire u = u {x, y, z) et dans ce champ 
scalaire le champ des gradients 

, du . du . du , 
grad u = — 1 + — / + — k 
dx dy dz 



La derivee — suivant la direction d'un certain vecteur S est egale a la 
ds 

projection du vecteur grad u sur le vecteur S. 



Demonstration. Considerons le vecteur unite S°, correspondant au 
vecteur 

«S° = 1 cos a+j cos p + k cos y. 

Calculons le produit scalaire des vecteurs grad u et S° 

, ^0 du du du 

grad u- Sr = — cos a + — cos p + — cos y . (2) 

dx dy dz 




